
ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗ Ι
Σηµειώσεις

Γεώργιος Ραχώνης
Καθηγητής

Τµήµα Μαθηµατικών, Α.Π.Θ.

Θεσσαλονίκη, 2024



2

Copyright © Γεώργιος Ραχώνης, 2024.
All rights are reserved.



Περιεχόµενα

1 Προκαταρκτικά 8
1.1 Σύνολα και απεικονίσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2 Μονοειδή και ηµιδακτύλιοι . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3 Σχέσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Τυπικές γλώσσες 23

3 Πλήρη πεπερασµένα αυτόµατα 33

4 Αναγνωρίσιµες γλώσσες 40

5 Deterministic και non-deterministic πεπερασµένα αυτόµατα 49

6 Αλγόριθµοι ελαχιστοποίησης πεπερασµένων αυτοµάτων 63

7 Ρητές γλώσσες 75

Βιβλιογραφία 81

3



Εισαγωγή

Η Θεωρητική Πληροφορική είναι ο κλάδος των Μαθηµατικών που ασχολείται µε
προβλήµατα που αναφύονται στην επιστήµη της Πληροφορικής. Σχετικά νέος,
έχει τις ϱίζες του στη δεκαετία του 1930 όταν οι John von Neumann, Alan Turing,
Alonzo Church, Emil Post και Claude Shannon προσπάθησαν να ϑεµελιώσουν
µε αυστηρά µαθηµατικό τρόπο τις έννοιες της πληροφορίας, της υπολογισιµότη-
τας και του ψηφιακού υπολογιστή. Στη δεκαετία του 1940 είχε ήδη κατασκευα-
στεί ο πρώτος ηλεκτρονικός υπολογιστής, ο ENIAC (1943-1946), του οποίου τα
κυκλώµατα υλοποιούνταν µε (περισσότερες από 18.000) ηλεκτρονικές λυχνίες.
Στη δεκαετία του 1950 κατασκευάστηκαν ο TRADIC (1951-1954) και ο CADET
(1955) οι πρώτοι ηλεκτρονικοί υπολογιστές µε transistors, και αργότερα στη δε-
καετία του 1980 έγινε ευρέως γνωστός, µε το όνοµα PC (Personal Computer), ο
προσωπικός υπολογιστής, για να ϕτάσουµε στη σηµερινή τεχνολογία των laptops,
tablets, κλπ. Στις µέρες µας όλο και περισσότερα υπολογιστικά συστήµατα ενσω-
µατώνουν χαρακτηριστικά της Τεχνητής Νοηµοσύνης (ΑΙ = Artificial Intelligence).
Ειδικότερα, τα αποτελέσµατα από την έρευνα στην ϑεωρία Μηχανικής Μάθησης
(Machine Learning) προϊδεάζουν για σηµαντικές εφαρµογές στην ιατρική, στην
ασφάλεια των δικτύων, στην πρόβλεψη καταναλωτικών συµπεριφορών, στο στρα-
τιωτικό τοµέα, κλπ. Παρόλα αυτά, ϑεµελιώδη ερωτήµατα απασχολούσαν τους
επιστήµονες ήδη από τη δεκαετία του 1930, ενώ νέα προβλήµατα αναφύονται
ιδιαίτερα µε τους κάθε µορφής σύγχρονους υπολογιστές, το ∆ιαδίκτυο, την Τε-
χνητή Νοηµοσύνη,τα Αυτόνοµα Συστήµατα κλπ. Για παράδειγµα:

� Τι είδους προβλήµατα µπορούν να λύσουν οι υπολογιστές ;

� Μπορούν οι αλγόριθµοι για συγκεκριµένα προβλήµατα να υλοποιηθούν σε
‘‘πραγµατικό χρόνο’’;

� Μπορούµε να παραστήσουµε αλγοριθµικά τις ϕυσικές γλώσσες και συνεπώς
να κατασκευάσουµε αξιόπιστους µεταφραστές ;

� Πως µπορούµε να εντοπίσουµε τα λογικά λάθη στον κώδικα των προγραµ-
µάτων ;

� Μπορούµε να ‘‘αποφασίσουµε’’ αν δύο προγράµµατα είναι ισοδύναµα ;
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� Μπορούµε από ένα πρόγραµµα να κατασκευάσουµε ένα ισοδύναµο ‘‘οικο-
νοµικότερο’’;

� Μπορούµε να απλοποιήσουµε την επικοινωνία ανθρώπου-µηχανής ;

� Μπορούµε να περιγράψουµε αλγοριθµικά τις σοβαρές ασθένειες ;

� Πόσο ασφαλείς είναι οι συναλλαγές µέσω ∆ιαδικτύου ;

� Προστατεύονται πραγµατικά τα δεδοµένα των υπολογιστών και των κινητών
µας τηλεφώνων από υποκλοπές ;

� Πως ϑα απαντήσουµε στα ηθικά διλήµµατα που προκύπτουν από τη χρήση
της Τεχνητής Νοηµοσύνης ;

� Πως ϑα διαχειρισθούµε µε ασφάλεια τον τεράστιο όγκο δεδοµένων (Big
Datα) που χρειάζονται σε πολλές εφαρµογές ;

� Πόσο αξιόπιστα είναι σήµερα τα Αυτόνοµα Συστήµατα ;

� Καθώς οι ηλεκτρονικοί υπολογιστές έχουν περιορισµένες δυνατότητες τα-
χύτητας (µε ‘‘άνω ϕράγµα’’ την ταχύτητα του ηλεκτρικού ϱεύµατος) µπορού-
µε να κατασκευάσουµε υπολογιστικές µηχανές χρησιµοποιώντας ‘‘κάποια
διαφορετική τεχνολογία’’;

� . . . . . . . . .

Από τη µελέτη αυτών των προβληµάτων έγινε ϕανερό ότι για την αντιµετώπισή
τους απαιτούνται εργαλεία από διάφορα πεδία των Μαθηµατικών, όπως για πα-
ϱάδειγµα τη Καθολική ΄Αλγεβρα, τη Λογική, τη Θεωρία Παιγνίων, τη Θεωρία Πι-
ϑανοτήτων, τη Θεωρία Αριθµών, κλπ., και σε κάποιες περιπτώσεις και από άλλες
επιστήµες όπως τη Φυσική, τη Γλωσσολογία, τη Βιολογία και την Ιατρική. ΄Ο-
πως προαναφέρθηκε, οι πρώτες προσπάθειες για την µαθηµατική περιγραφή της
πληροφορίας, της υπολογισιµότητας και του ψηφιακού υπολογιστή ξεκίνησαν τη
δεκαετία του 1930. Εντούτοις αποδείχθηκε, πολύ αργότερα, ότι εργασίες µε κα-
ϑαρά ‘‘µαθηµατικό προσανατολισµό’’ ήδη από το 1906, όπως για παράδειγµα του
Alex Thue [15] είχαν σηµαντική συµβολή στην αυστηρή µαθηµατική προσέγγιση
της Πληροφορικής. Από τη δεκαετία του 1950 µέχρι και τη δεκαετία του 1970
αξιόλογοι µαθηµατικοί ϑεµελίωσαν τη ‘‘Θεωρία Τυπικών Γλωσσών’’ που αποτε-
λεί τη ϐάση της Θεωρητικής Πληροφορικής. Ενδεικτικά µόνο, αναφέρουµε τους
Stephen Kleene, Marcel-Paul Schützenberger, Arto Salomaa, και Samuel Eilen-
berg καθώς τον διάσηµο γλωσσολόγο Noam Chomsky. Το 1973 κυκλοφόρησε το
ϐιβλίο Formal Languages [14] του Arto Salomaa, το πρώτο που αναφερόταν στη
Θεωρία Τυπικών Γλωσσών. Το 1974 και 1976 εκδόθηκαν αντίστοιχα, ο πρώτος
και δεύτερος τόµος του ϐιβλίου Automata, Languages and Machines [2, 3] του
Samulel Eilenberg. ΄Οπως χαρακτηριστικά αναφέρει ο Eilenberg, το δίτοµο αυτό
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έργο αυτό απευθύνεται σε µαθηµατικούς και επιστήµονες της Πληροφορικής. Σε
µαθηµατικούς, γιατί διαπραγµατεύεται στην ουσία ένα νέο πεδίο της ΄Αλγεβρας,
µε τεχνικές και αποτελέσµατα ϐαθιά και κοµψά κάτι που οφείλεται στους λόγους
για τους οποίους αναπτύχθηκε το πεδίο αυτό. Στους επιστήµονες της Πληροφο-
ϱικής για να τους εφοδιάσει µε τα κατάλληλα µαθηµατικά εργαλεία, απαραίτητα
για την έρευνά τους. Για να αντιληφθεί κανείς την εξέλιξη της Θεωρητικής Πλη-
ϱοφορικής αναφέρουµε ενδεικτικά ότι οι τρείς τόµοι 889, 528 και 625 σελίδων
αντίστοιχα του ‘‘Handbook of Formal Languages’’ [10, 11, 12] που κυκλοφόρησε
το 1997, περιέχουν τα ως τότε γνωστά αποτελέσµατα µε συνοπτικές µόνο αποδεί-
ξεις. Πρόσφατα κυκλοφόρησε το δίτοµο έργο ‘‘Handbook of Automata Theory’’
[8, 9], 1493 σελίδων, που παρουσιάζει συνοπτικά τα πιο σηµαντικά αποτελέσµα-
τα στην ϑεωρία των αυτοµάτων καθώς και τις εφαρµογές τους σε άλλους κλάδους
των Μαθηµατικών και της Πληροφορικής. Τα αξιολογότερα ερευνητικά περιοδικά
της Θεωρητικής Πληροφορικής απαριθµούν πλέον αρκετές χιλιάδες σελίδων κάθε
χρόνο !

Ο σκοπός του µαθήµατος Θεωρητική Πληροφορική Ι είναι η εισαγωγή των
ϕοιτητριών και ϕοιτητών σε ϐασικές έννοιες της Θεωρητικής Πληροφορικής και
ειδικότερα της ϑεωρίας των τυπικών γλωσσών και των πεπερασµένων αυτοµάτων.
Τα πεπερασµένα αυτόµατα είναι τα απλούστερα µαθηµατικά µοντέλα αλγορίθ-
µων. Με τη ϐοήθεια των αυτοµάτων, οι ϕοιτήτριες και ϕοιτητές ϑα κατανοήσουν
την έννοια της µαθηµατικής µοντελοποίησης των αλγορίθµων, του ελέγχου της
ισοδυναµίας συγκεκριµένης κλάσης αλγορίθµων, καθώς και τα εργαλεία ελαχι-
στοποίησης αλγορίθµων. Θα πρέπει να σηµειώσουµε εδώ ότι οι αποδείξεις στη
Θεωρητική Πληροφορική είναι ως επί το πλείστον (και ενδιαφέρει να είναι) κα-
τασκευαστικές, δηλαδή δεν ενδιαφέρει απλώς η απόδειξη ύπαρξης ενός αντικει-
µένου, αλλά και ο αλγόριθµος προσδιορισµού του.
Θα εισάγουµε διάφορα µοντέλα πεπερασµένων αυτοµάτων, τα πλήρη, τα determi-
nistic και τα non-deterministic και µε τη ϐοήθεια της ϑεωρίας σταθερού σηµείου
ϑα δούµε πως µπορούµε να υπολογίσουµε τη γλώσσα που αναγνωρίζει ένα αυ-
τόµατο. Θα δείξουµε ότι και τα τρία µοντέλα, τα πλήρη, τα deterministic και
τα non-determinitsic έχουν τη ίδια υπολογιστική ισχύ, δηλαδή αναγνωρίζουν
την ίδια κλάση γλωσσών, αυτή των αναγνωρίσιµων γλωσσών. Θα µελετήσουµε
τις ιδιότητες της κλάσης των αναγνωρίσιµων γλωσσών, ϑα δείξουµε ότι υπάρ-
χουν γλώσσες που δεν είναι αναγνωρίσιµες και ϑα αποδείξουµε ένα κριτήριο
µη-αναγνωρισιµότητας. Στη συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε αλγόριθµους ελαχι-
στοποίησης των πεπερασµένων αυτοµάτων δηλαδή αλγόριθµους µε τους οποίους
µπορούµε από ένα συγκεκριµένο αυτόµατο να κατασκευάσουµε ένα οικονοµι-
κότερο, εφόσον αυτό υπάρχει, που όµως αναγνωρίζει την ίδια γλώσσα. Τέλος ϑα
δώσουµε έναν αλγεβρικό χαρακτηρισµό της κλάσης των αναγνωρίσιµων γλωσσών
αποδεικύοντας το ϑέωρηµα του Kleene.

Η δοµή των σηµειώσεων αυτών είναι ως ακολούθως. Το Κεφάλαιο 1, περιέχει
όλες τις στοιχειώδεις µαθηµατικές έννοιες και αποτελέσµατα που µας είναι χρήσι-
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µα για την ανάπτυξη της ϑεωρίας µας.
Στο Κεφάλαιο 2 εισάγουµε την έννοια του αλφαβήτου και της τυπικής γλώσσας
καθώς και τις πράξεις µεταξύ γλωσσών. Μελετάµε εξισώσεις και συστήµατα εξι-
σώσεων µε συντελεστές τυπικές γλώσσες και αποδεικνύουµε την ύπαρξη ελαχίστων
λύσεων.
Στο Κεφάλαιο 3 ασχολούµαστε µε τα πλήρη πεπερασµένα αυτόµατα, και δεί-
χνουµε ότι η εύρεση της γλώσσας (ή συµπεριφοράς) ενός τέτοιου µοντέλου ανάγε-
ται στη λύση ενός συστήµατος εξισώσεων.
Το Κεφάλαιο 4 περιέχει τη µελέτη της κλάσης των αναγνωρίσιµων γλωσσών δη-
λαδή των γλωσσών που αναγνωρίζονται από τα πλήρη πεπερασµένα αυτόµατα.
∆είχνουµε ότι η κλάση αυτή είναι κλειστή µε τις πράξεις της τοµής, της ένωσης
και του συµπληρώµατος.
Στο Κεφάλαιο 5 εισάγουµε και µελετάµε τα deterministic και τα non-deterministic
πεπερασµένα αυτόµατα. Αν και γενικότερα µοντέλα από τα πλήρη, αποδεικνύου-
µε ότι δεν είναι ισχυρότερα, δηλαδή αναγνωρίζουν τις ίδιες ακριβώς γλώσσες που
αναγνωρίζουν και τα πλήρη πεπερασµένα αυτόµατα. Με τη ϐοήθεια των µοντέλων
αυτών δείχνουµε περαιτέρω ιδιότητες της κλάσης των αναγνωρίσιµων γλωσσών.
Οι αλγόριθµοι ελαχιστοποίησης των πεπερασµένων αυτοµάτων παρουσιάζονται
στο Κεφάλαιο 6.
Τέλος, στο Κεφάλαιο 7, εισάγουµε την έννοια των ϱητών γλωσσών και αποδει-
κνύουµε το ϑεώρηµα του Kleene σύµφωνα µε το οποίο αναγνωρίσιµες και ϱητές
γλώσσες, από το ίδιο αλφάβητο, ταυτίζονται.
Στο τέλος κάθε κεφαλαίου παρατίθενται ασκήσεις. Καλούµε τον αναγνώστη να
ασχοληθεί µε αυτές µόνο όταν έχει κατανοήσει σε ϐάθος τη προαναφερθείσα ϑε-
ωρία.
Η Βιβλιογραφία, στο τέλος των σηµειώσεων, περιέχει τις αναφορές των ϐιβλίων
από την Εισαγωγή, καθώς και (ενδεικτικά κάποια από τα πιο) αξιόλογα ϐιβλία στο
αντικείµενο της Θεωρίας Τυπικών Γλωσσών και Αυτοµάτων.

Ευχαριστώ την κα Ειρήνη-Ελευθερία Mens, διδάκτορα του πανεπιστηµίου
της Grenoble, για τη σχεδίαση των σχηµάτων στη πρώτη έκδοση των σηµειώσεων
αυτών.



Κεφάλαιο 1

Προκαταρκτικά

Στο κεφάλαιο αυτό αναφερόµαστε σε έννοιες και αποτελέσµατα, χρήσιµα για την
ανάπτυξη της ϑεωρίας µας.

1.1 Σύνολα και απεικονίσεις

Θα χρησιµοποιούµε την έννοια σύνολο µε το συνήθη διαισθητικό ορισµό της συλ-
λογής αντικειµένων. Για τα σύνολα ϑα χρησιµοπούµε τα κεφαλαία γράµµατα της
αγγλικής αλφαβήτου ενώ για τα στοιχεία τους τα πεζά. ΄Ετσι αν A είναι σύνολο ϑα
γράφουµε a ∈ A (αντίστοιχα a < A) για να δηλώσουµε ότι το a ανήκει (αντίστοιχα
δεν ανήκει) στο A. Αν κάθε στοιχείο του συνόλου A ανήκει και στο B, τότε λέµε
ότι το A είναι υποσύνολο του B και το δηλώνουµε γράφοντας A ⊆ B. Αν συµβαίνει
και B ⊆ A, τότε τα σύνολα A, B ονοµάζονται ίσα και γράφουµε A = B. Το κενό
σύνολο, δηλαδή το σύνολο που στερείται στοιχείων, ϑα συµβολίζεται µε ∅, ενώ το
σύνολο όλων των υποσυνόλων ενός συνόλου A, δηλαδή το δυναµοσύνολο του, µε
P(A).

Η ένωση A∪B δύο συνόλων A, B είναι το σύνολο όλων των στοιχείων του A και
του B, δηλαδή

A ∪ B = {x | x ∈ A ή x ∈ B}

ενώ η τοµή τους A ∩ B είναι το σύνολο των κοινών τους στοιχείων, δηλαδή

A ∩ B = {x | x ∈ A και x ∈ B}.

Αν A∩B = ∅, τότε τα σύνολα A και B ονοµάζονται ξένα µεταξύ τους. Είναι ϕανερό
ότι A ∪ ∅ = A και A ∩ ∅ = ∅ για οποιαδήποτε σύνολο A. Είναι επίσης εύκολο να
δείξουµε ότι για οποιαδήποτε σύνολα A, B, C ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες :

- A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C,

- A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C,

- A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C), και
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- A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C).

Η διαφορά A \ B του συνόλου B από το σύνολο A είναι το σύνολο

A \ B = {x | x ∈ A και x < B}.

Το συµλήρωµα A του συνόλου A ⊆ X ως προς το σύνολο X είναι το σύνολο

A = X \ A.

Το καρτεσιανό γινόµενο A × B του A µε το B είναι το σύνολο

A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

τα στοιχεία του οποίου ονοµάζονται διατεταγµένα Ϲεύγη. Για κάθε (a, b), (a′, b′) ∈
A × B ορίζουµε ότι (a, b) = (a′, b′) αν a = a′ και b = b′.
΄Οµοια το καρτεσιανό γινόµενο n συνόλων A1, . . . , An είναι το σύνολο των διατε-
ταγµένων n-άδων

A1 × . . . × An = {(a1, . . . , an) | a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An}.

Ας είναι I ένα σύνολο δεικτών, π.χ. το σύνολο των ϕυσικών αριθµών, ή το
σύνολο των αρτίων ϕυσικών κλπ. Σε κάθε στοιχείο i ∈ I αντιστοιχούµε ένα σύνολο
Ai, και έτσι αποκτούµε µια οικογένεια συνόλων µε δείκτες από το I, που ϑα τη
συµβολίζουµε µε (Ai)i∈I .

Η οικογένεια (Ai)i∈I ϑα ονοµάζεται διαµέριση του συνόλου A αν

-
⋃
i∈I

Ai = A,

- Ai , ∅ για κάθε i ∈ I, και

- i , j =⇒ Ai ∩ Aj = ∅ για κάθε i, j ∈ I.

Μια απεικόνιση από το σύνολο A στο σύνολο B

f : A → B

είναι ένας κανόνας µε τον οποίο σε κάθε στοιχείο a ∈ A αντιστοιχίζεται ένα
µοναδικό στοιχείο του B που συµβολίζεται µε f (a). Η απεικόνιση f ονοµάζε-
ται ένεση (ή ένα προς ένα, 1-1 για συντοµία) αν για κάθε a1, a2 ∈ A ισχύει
a1 , a2 =⇒ f (a1) , f (a2). Ονοµάζεται έφεση (ή επί) αν για κάθε b ∈ B υπάρχει
a ∈ A τέτοιο ώστε f (a) = b. Τέλος η f ονοµάζεται αµφίεση (ή αµφιµονοσήµαντη,
ή 1-1 και επί) αν είναι ένεση και έφεση. Η εικόνα ενός συνόλου A′ ⊆ A είναι το
υποσύνολο του B

f (A′) = {f (a) | a ∈ A′}
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και η αντίστροφη εικόνα του B′ ⊆ B το υποσύνολο του A

f −1(B′) = {a | a ∈ A και f (a) ∈ B′}.

∆ύο απεικονίσεις f, g : A → B ονοµάζονται ίσες και γράφουµε f = g αν f (a) = g(a)
για κάθε a ∈ A. Το σύνολο όλων των απεικονίσεων από το A στο B συµβολίζεται
µε BA.

Η ταυτοτική απεικόνιση IA : A → A του συνόλου A ορίζεται από τη σχέση
IA(a) = a για κάθε a ∈ A.

Ας είναι f : A → B και g : B → C. Για κάθε a ∈ A το f (a) ∈ B και συνεπώς το
g(f (a)) ∈ C. Με τον τρόπο αυτό ορίζεται µια νέα απεικόνιση από το A στο C που
ονοµάζεται σύνθεση της f µε τη g και συµβολίζεται µε g ◦ f , δηλαδή

g ◦ f : A → C

µε g ◦ f (a) = g(f (a)) για κάθε a ∈ A. Από τον ορισµό της σύνθεσης απεικονίσεων
προκύπτει εύκολα ότι αν f : A → B, g : B → C και h : C → D είναι τρεις
απεικονίσεις, τότε h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f , και ακόµη f ◦ IA = f = IB ◦ f .

1.2 Μονοειδή και ηµιδακτύλιοι

Θεωρούµε ένα µη-κενό σύνολο K. Μια απεικόνιση

△ : K × K → K

ονοµάζεται (διµελής) πράξη στο σύνολο K. Θα γράφουµε απλούστερα k1 △ k2 αντί
για △((k1, k2)) για κάθε k1, k2 ∈ K. Η πράξη △ ονοµάζεται

- αντιµεταθετική αν k1 △ k2 = k2 △ k1 για κάθε k1, k2 ∈ K,

- προσεταιριστική αν k1 △ (k2 △ k3) = (k1 △ k2) △ k3 για κάθε k1, k2, k3 ∈ K.

Θα λέµε ότι η πράξη △ έχει ουδέτερο στοιχείο αν υπάρχει e ∈ K τέτοιο ώστε
k △ e = k = e △k για κάθε k ∈ K. Είναι εύκολο να δείξουµε ότι αν µια πράξη έχει
ουδέτερο στοιχείο, τότε αυτό είναι µοναδικό.

Σχόλιο 1 Παρατηρήστε ότι η ίδια πράξη ορισµένη σε διαφορετικά σύνολα δεν έχει
πάντα ουδέτερο στοιχείο. Για παράδειγµα ο πολλαπλασιασµός των πραγµατικών
αριθµών έχει ουδέτερο στοιχείο το 1 στο διάστηµα [0, 1], ενώ δεν έχει ουδέτερο
στοιχείο, όπως εύκολα διαπιστώνεται, στο διάστηµα [0, 1).

Τέλος, αν △,▽ : K × K → K είναι πράξεις στο K, ϑα λέµε ότι η ▽ επιµερίζεται
ως προς την △ αν

- k1 ▽ (k2 △ k3) = (k1 ▽ k2) △ (k1 ▽ k3), και
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- (k1 △ k2) ▽ k3 = (k1 ▽ k3) △ (k2 ▽ k3)

για κάθε k1, k2, k3 ∈ K.

Ορισµός 1 ΄Ενα µονοειδές (K,△, e) είναι ένα σύνολο K εφοδιασµένο µε µια προ-
σεταιριστκή πράξη △ που έχει ουδέτερο στοιχείο e. Αν η πράξη △ είναι και αντιµε-
ταθετική τότε το µονοειδές (K,△, e) ονοµάζεται αντιµεταθετικό.

Παράδειγµα 1 Οι παρακάτω τριάδες συνιστούν αντιµεταθετικά µονοειδή :

- (N,+, 0) όπου N είναι το σύνολο των ϕυσικών αριθµών,

- (N, ·, 1) όπου · παριστάνει τον πολλαπλασιασµό των ϕυσικών αριθµών,

- (Z,+, 0) όπου Z είναι το σύνολο των ακέραιων αριθµών,

- (Z, ·, 1) όπου · παριστάνει τον πολλαπλασιασµό των ακέραιων αριθµών,

- ([0, 1], max, 0) όπου max, είναι η πράξη που το αποτέλεσµα της είναι το µέγιστο
δύο αριθµών,

- ([0, 1], min, 1) όπου min, είναι η πράξη που το αποτέλεσµά της είναι το ελάχι-
στο δύο αριθµών,

- (P(A),∩, A) για οποιοδήποτε σύνολο A,

- (P(A),∪, ∅) για οποιοδήποτε σύνολο A,

ενώ η τριάδα (AA, ◦, IA) όλων των απεικονίσεων από το σύνολο A στο σύνολο A µε
πράξη την σύνθεση, είναι µη-αντιµεταθετικό µονοειδές.

Σε ένα µονοειδές (K,△, e) µπορούµε να ορίσουµε τη δύναµη kn κάθε στοιχείου
k ∈ K για κάθε ϕυσικό αριθµό n ≥ 0, επαγωγικά ως εξής :

- k0 = e,

- kn+1 = kn △ k για κάθε n ≥ 0.

Καθώς η πράξη △ είναι προσεταιριστική, εύκολα αποδεικνύεται ότι kn△k = k△kn

για κάθε n ≥ 0, και συνεπώς η παραπάνω δύναµη είναι καλά ορισµένη.
Ιδιαίτερα, για το µονοειδές (AA, ◦, IA) ϑα συµβολίζουµε µε f (n) την δύναµη f n, για
κάθε n ≥ 0.

Αν (K,△, e) και (K ′, ⋄, e′) είναι µονοειδή, ένας µορφισµός µονοειδών είναι µια
απεικόνιση h : K → K ′ τέτοια ώστε

- h(k1 △ k2) = h(k1) ⋄ h(k2) για κάθε k1, k2 ∈ K,

- h(e) = e′.
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Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε ηµιδακτύλιους. Θα πρέπει να αναφέρου-
µε εδώ, ότι οι δοµές των µονοειδών και ηµιδακτυλίων παρουσιάζουν ιδιαίτερο
ενδιαφέρον στην Πληροφορική, καθώς τα ϑεωρητικά µοντέλα των περισσότερων
πραγµατικών εφαρµογών αναπτύσσονται στα πλαίσια αυτών των δοµών.

Ορισµός 2 ΄Ενας ηµιδακτύλιος είναι µία πεντάδα (K,△,▽, e, f ) όπου

i) το (K,△, e) είναι αντιµεταθετικό µονοειδές,

ii) το (K,▽, f ) είναι µονοειδές,

iii) η πράξη ▽ επιµερίζεται ως προς την △, και

iv) k ▽ e = e ▽ k = e για κάθε k ∈ K.

Ο ηµιδακτύλιος (K,△,▽, e, f ) ϑα ονοµάζεται αντιµεταθετικός αν το µονοειδές
(K,▽, f ) είναι αντιµεταθετικό.

Παράδειγµα 2 Οι παρακάτω πεντάδες αποτελούν ηµιδακτύλιους :

i) (N,+, ·, 0, 1) όπου · είναι ο πολλαπλασιασµός των ϕυσικών αριθµών,

ii) (Z,+, ·, 0, 1) όπου · είναι ο πολλαπλασιασµός των ακέραιων αριθµών,

iii) ([0, 1], max, min, 0, 1),

iv) ([0, 1], min, max, 1, 0),

v) (P(A),∪,∩, ∅, A) για οποιοδήποτε σύνολο A,

vi) (P(A),∩,∪, A, ∅) για οποιοδήποτε σύνολο A,

vii) Rmax = (R+∪{−∞}, max,+,−∞, 0) όπου R+ είναι το σύνολο των µη-αρνητικών
πραγµατικών αριθµών,

viii) Rmin = (R+ ∪ {∞}, min,+,∞, 0),

ix ) (Nn×n,+, ·, 0, In) όπου Nn×n είναι το σύνολο των n × n πινάκων µε στοιχεία
ϕυσικούς αριθµούς, + και · είναι η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός πινάκων
αντίστοιχα, 0 είναι ο µηδενικός n ×n πίνακας, και In είναι ο µοναδιαίος n ×n
πίνακας.

Οι ηµιδακτύλιοι των περιπτώσεων (i) έως (viii) είναι αντιµεταθετικοί, ενώ αυτός της
περίπτωσης (ix ) είναι µη-αντιµεταθετικός. Ο ηµιδακτύλιος της περίπτωσης (iii) ονο-
µάζεται fuzzy semiring (ασαφής ηµιδακτύλιος) ενώ οι ηµιδακτύλιοι των περιπτώσε-
ων (vii) και (viii) ονοµάζονται αντίστοιχα max-plus και min-plus. Και οι τρείς έχουν
αξιοσηµείωτες εφαρµογές.
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Αν (K,△,▽, e, f ) και (K ′, ⋄, ◦, e′, f ′) είναι ηµιδακτύλιοι, ένας µορφισµός ηµιδα-
κτυλίων είναι µια απεικόνιση

h : K → K ′

τέτοια ώστε

- h(k1 △ k2) = h(k1) ⋄ h(k2) για κάθε k1, k2 ∈ K,

- h(k1 ▽ k2) = h(k1) ◦ h(k2) για κάθε k1, k2 ∈ K,

- h(e) = e′,

- h(f ) = f ′.

Η πρώτη και η τρίτη σχέση παραπάνω, σηµαίνουν ότι ο h είναι µορφισµός των
µονοειδών (K,△, e) και (K ′, ⋄, e′), ενώ η δεύτερη και η τέταρτη ότι ο h είναι και
µορφισµός των µονοειδών (K,▽, f ) και (K ′, ◦, f ′).

Χάριν απλότητας, µερικές ϕορές, συµβολίζουµε την πρώτη πράξη ενός ηµιδα-
κτυκλίου µε το +, την δεύτερη µε το · και τα ουδέτερα στοιχεία αντίστοιχα µε 0
και 1, δηλαδή γράφουµε (K,+, ·, 0, 1).

1.3 Σχέσεις

Ας είναι A και B σύνολα. Κάθε υποσύνολο R ⊆ A × B ονοµάζεται σχέση από το
A στο B, ενώ αν R ⊆ A × A τότε η R ονοµάζεται απλούστερα σχέση στο A. Αν
(a, b) ∈ R, τότε ϑα γράφουµε και aRb.

Αν R είναι µία σχέση από το A στο B και S µία σχέση από το B στο C, τότε η
σύνθεσή τους R ◦ S είναι µία σχέση από A στο C και ορίζεται ώς εξής

R ◦ S = {(a, c) ∈ A × C | υπάρχει b ∈ B τέτοιο ώστε (a, b) ∈ R και (b, c) ∈ S}.

Για κάθε σύνολο A, η διαγώνιος του A είναι η σχέση ∆A = {(a, a) | a ∈ A}.

Μια σχέση R στο σύνολο A ϑα ονοµάζεται

- ανακλαστική αν aRa για κάθε a ∈ A,

- συµµετρική αν aRb =⇒ bRa για κάθε a, b ∈ A,

- αντισυµµετρική αν aRb και bRA =⇒ a = b για κάθε a, b ∈ A,

- µεταβατική αν aRb και bRc =⇒ aRc για κάθε a, b, c ∈ A.

Μια σχέση R στο σύνολο A ονοµάζεται σχέση ισοδυναµίας αν είναι ανακλαστι-
κή, συµµετρική και µεταβατική. Συνήθως αντί για (a, b) ∈ R γράφουµε a ≡ b(R).
Για κάθε a ∈ A ϑα ονοµάζουµε κλάση ισοδυναµίας του a στην R το σύνολο

[a]R = {b | b ∈ A και a ≡ b(R)}.
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Το στοιχείο a ονοµάζεται αντιπρόσωπος της κλάσης [a]R. Το σύνολο των κλάσεων
ισοδυναµίας της R ονοµάζεται σύνολο πηλίκο και συµβολίζεται µε A/R, δηλαδή

A/R = {[a]R | a ∈ A} .

Η κλάση ισοδυναµίας [a]R ϑα συµβολίζεται απλούστερα και µε [a], όταν η R
υπονοείται.

Λήµµα 1 Θεωρούµε το σύνολο A και µια σχέση ισοδυναµίας R στο A. Για κάθε
a, b ∈ A ισχύει

a ≡ b(R) αν-ν [a] = [b].

Απόδειξη Υποθέτουµε ότι a ≡ b(R), και έστω c ∈ [a]. Τότε a ≡ c(R), οπότε
και c ≡ b(R) που σηµαίνει ότι c ∈ [b]. ΄Ετσι [a] ⊆ [b]. Ο εγκλεισµός [b] ⊆ [a]
αποδεικνύεται ανάλογα, και συνεπώς [a] = [b].
Αντίστροφα ας είναι [a] = [b]. Καθώς a ∈ [a], ϑα είναι και a ∈ [b], και συνεπώς
a ≡ b(R). □

Το παραπάνω λήµµα σηµαίνει ότι οποιοδήποτε στοιχείο µιας κλάσης ισοδυ-
ναµίας αποτελεί έναν αντιπρόσωπό της.

Παράδειγµα 3 Θεωρούµε το σύνολο Z των ακέραιων αριθµών, το ϑετικό ακέραιο
m και τη σχέση R στο Z, που ορίζεται ως εξής :

aRb αν-ν m/a − b.

Είναι εύκολο να δείξουµε ότι η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας, η οποία συµβολίζεται
µε modm. ΄Ετσι ϑα γράφουµε

a ≡ b mod m αν-ν m/a − b

για κάθε a, b ∈ Z. Θα υπολογίσουµε τώρα τη κλάση ισοδυναµίας [a] οποιουδήποτε
ακέραιου αριθµού a. ΄Εχουµε

[a] = {b | b ∈ Z και b ≡ a mod m}

= {b | b ∈ Z και m/b − a}

= {b | b ∈ Z και b − a = km µε k ∈ Z}

= {b | b ∈ Z και b = a + km µε k ∈ Z}

= {a + km | k ∈ Z}

δηλαδή η κλάση [a] αποτελείται από όλους τους ακέραιους αριθµούς που προ-
κύτουν από τον a προσθέτοντας σε αυτόν οποιοδήποτε πολλαπλάσιο του m. Θα
δείξουµε ότι το σύνολο πηλίκο Z/ mod m περιέχει ακριβώς m στοιχεία. Συγκεκρι-
µένα ϑα δείξουµε ότι

Z/ mod m = {[0], . . . , [m − 1]}.
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Πράγµατι, εύκολα αποδεικνύεται ότι οι κλάσεις του παραπάνω συνόλου είναι σύνο-
λα ξένα ανά δύο µεταξύ τους (΄Ασκηση). Περαιτέρω, ϑεωρούµε οποιοδήποτε ακέραιο
αριθµό a ∈ Z. Τότε υπάρχουν ακέραιοι π και υ µε 0 ≤ υ < m, έτσι ώστε a = πm +υ
δηλαδή a − υ = πm, και συνεπώς m/a − υ. ΄Αρα a ≡ υ mod m, και σύµφωνα µε το
Λήµµα 1 [a] = [υ] που σηµαίνει ότι [a] ∈ {[0], . . . , [m − 1]}.

Θα δείξουµε τώρα ότι οι διαµερίσεις ενός συνόλου συνδέονται άµεσα µε τις
σχέσεις ισοδυναµίας στο σύνολο αυτό. Συγκεκριµένα, ϑα αποδείξουµε την ε-
πόµενη πρόταση.

Πρόταση 1 Αν R είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο A, τότε οι κλάσεις ισο-
δυναµίας των στοιχείων του A συνιστούν µια διαµέριση του A. Αντίστροφα, κάθε
διαµέριση του A προέρχεται από µια σχέση ισοδυναµίας στο A.

Απόδειξη Από τον ορισµό του A/R είναι ϕανερό ότι η ένωση των στοιχείων του
είναι υποσύνολο του συνόλου A. Περαιτέρω, κάθε στοχείο a του A ανήκει στην
κλάση ισοδυναµίας [a]R και συνεπώς

⋃
a∈A

[a]R = A. Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι

για κάθε [a]R, [b]R ∈ A/R ισχύει

[a]R = [b]R ή [a]R ∩ [b]R = ∅.

Πράγµατι ας υποθέσουµε ότι

[a]R ∩ [b]R , ∅

και έστω c ∈ [a]R ∩ [b]R. Αυτό σηµαίνει ότι c ∈ [a]R και c ∈ [b]R, δηλαδή a ≡ c(R)
και b ≡ c(R) και συνεπώς a ≡ b(R), καθώς η R είναι σχέση ισοδυναµίας στο A.
΄Ετσι από το Λήµµα 1 συνάγουµε ότι [a]R = [b]R. Τέλος είναι ϕανερό ότι κάθε
στοιχείο [a]R του A/R δεν είναι το κενό σύνολο καθώς περιέχει το a. ΄Αρα τα
στοιχεία του A/R συνιστούν µια διαµέριση του A.

Ας είναι τώρα (Ai)i∈I µια διαµέριση του συνόλου A. Ορίζουµε στο A τη σχέση
R ως εξής :

(a, b) ∈ R αν-ν a, b ∈ Ai για κάποιο i ∈ I.

Θα δείξουµε ότι η R είναι σχέση ισοδυναµίας. Πράγµατι από τον τρόπο ορισµού
της είναι προφανώς ανακλαστική και συµµετρική. ΄Εστω τώρα ότι (a, b) ∈ R και
(b, c) ∈ R. Τότε υπάρχουν i, j ∈ I έτσι ώστε a, b ∈ Ai και b, c ∈ Aj. ΄Ετσι το b ∈ Ai∩Aj

που σηµαίνει ότι Ai ∩ Aj , ∅. Καθώς (Ai)i∈I είναι διαµέριση του A συνάγουµε ότι
Ai = Aj. ΄Αρα a, c ∈ Ai και συνεπώς (a, c) ∈ R, δηλαδή η R είναι και µεταβατική,
άρα σχέση ισοδυναµίας.
Θα δείξουµε τώρα ότι οι κλάσεις ισοδυναµίας της R ταυτίζονται µε τα σύνολα της
διαµέρισης (Ai)i∈I . Πράγµατι, ας είναι a στοιχείο του συνόλου A και i ∈ I έτσι
ώστε a ∈ Ai. Θεωρούµε ένα στοιχείο b ∈ [a]R. Τότε a ≡ b(R) και συνεπώς b ∈ Ai

που σηµαίνει ότι [a]R ⊆ Ai. Αντίστροφα αν b ∈ Ai ϑα έχουµε a ≡ b(R), δηλαδή
b ∈ [a]R, και συνεπώς Ai ⊆ [a]R. ΄Αρα [a]R = Ai, και η απόδειξή µας τελείωσε. □
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Πρόταση 2 Η τοµή δύο σχέσεων ισοδυναµίας στο σύνολο A είναι σχέση ισοδυνα-
µίας στο σύνολο A.

Απόδειξη Ας είναι R, S σχέσεις ισοδυναµίας στο A. Θα δείξουµε ότι και η R ∩ S
είναι επίσης σχέση ισοδυναµίας στο A. Πράγµατι για κάθε a ∈ A έχουµε a ≡ a(R)
και a ≡ a(S) δηλαδή (a, a) ∈ R και (a, a) ∈ S και συνεπώς (a, a) ∈ R ∩ S. ΄Αρα
η R ∩ S είναι ανακλαστική. ΄Εστω τώρα ότι (a, b) ∈ R ∩ S. Τότε (a, b) ∈ R και
(a, b) ∈ S και καθώς οι R και S είναι σχέσεις ισοδυναµίας, ϑα έχουµε (b, a) ∈ R
και (b, a) ∈ S που σηµαίνει ότι (b, a) ∈ R ∩ S. ΄Αρα η R ∩ S είναι και συµµετρική.
Τέλος, έστω ότι (a, b), (b, c) ∈ R ∩ S. Τότε (a, b), (b, c) ∈ R και (a, b), (b, c) ∈ S,
δηλαδή (a, c) ∈ R και (a, c) ∈ S. ΄Ετσι (a, c) ∈ R∩S που σηµαίνει ότι η R∩S είναι
και µεταβατική, και συνεπώς είναι σχέση ισοδυναµίας στο A. □

Σχόλιο 2 Το αποτέλεσµα της Πρότασης 2 δεν ισχύει πάντοτε για τη πράξη της
ένωσης, δηλαδή η ένωση δύο σχέσεων ισοδυναµίας δεν είναι πάντοτε σχέση ισο-
δυναµίας. Για παράδειγµα, στο σύνολο Z έχουµε 2 ≡ 4 mod 2 και 4 ≡ 7 mod 3.
Αν η mod2 ∪ mod3 ήταν σχέση ισοδυναµίας ϑα είχαµε, λόγω της µεταβατικής ιδι-
ότητας, 2 ≡ 7(mod2 ∪ mod3), δηλαδή 2 ≡ 7 mod 2 ή 2 ≡ 7 mod 3, σχέσεις που
προφανώς δεν ισχύουν.

Στη συνέχεια ασχολούµαστε µε σχέσεις µερικής διάταξης. Συγκεκριµένα, µια
σχέση R στο σύνολο A ονοµάζεται σχέση µερικής διάταξης (ή απλούστερα µερική
διάταξη) αν είναι ανακλαστική, αντισυµµετρική και µεταβατική. Θα συµβολίζουµε
στο εξής µια σχέση µερικής διάταξης R µε το σύµβολο ≤, δηλαδή ϑα γράφουµε
a ≤ b αν-ν aRb. Η διάταξη ≤ ϑα καλείται ολική αν a ≤ b ή b ≤ a για κάθε
a, b ∈ A. Θα ονοµάζουµε το Ϲεύγος (A,≤) µερικά διατεγµένο σύνολο (µ.δ.σ. για
συντοµία). Αν η ≤ είναι ολική διάταξη, τότε το (A,≤) ονοµάζεται ολικά διατεγµένο
σύνολο. Είναι ϕανερό πως κάθε ολικά διατεταγµένο σύνολο είναι και µερικά
διατεταγµένο, αλλά το αντίθετο δεν ισχύει πάντα. Αν σε ένα µ.δ.σ. (A,≤) υπάρχει
στοιχείο ⊥ ∈ A τέτοιο ώστε ⊥ ≤ a για κάθε a ∈ A, τότε αυτό ϑα ονοµάζεται
ελάχιστο στοιχείο του (A,≤).

Παράδειγµα 4 Τα παρακάτω Ϲεύγη είναι ολικά διατεταγµένα σύνολα.

i) (N,≤) όπου ≤ είναι η διάταξη των ϕυσικών αριθµών. Το (N,≤) έχει ελάχιστο
στοιχείο το 0.

ii) (Z,≤) όπου ≤ είναι η διάταξη των ακέραιων αριθµών. Το (Z,≤) δεν έχει
ελάχιστο στοιχείο.

iii) ([0, 1],≤) όπου ≤ είναι η διάταξη των πραγµατικών αριθµών. Το ([0, 1],≤)
έχει ελάχιστο στοιχείο το 0.

iv) ((0, 1],≤) το οποίο δεν έχει ελάχιστο στοιχείο.
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Τα παρακάτω Ϲεύγη είναι µερικά διατεταγµένα σύνολα (αλλά όχι ολικά).

v) (RN+ ,≤) το σύνολο όλων των ακολουθιών µη-αρνητικών πραγµατικών αριθ-
µών, όπου η ≤ ορίζεται ως ακολούθως. Για κάθε f1, f2 ∈ RN+ ϑα έχουµε f1 ≤ f2
αν-ν f1(n) ≤ f2(n) για κάθε n ∈ N. Το (RN+ ,≤) έχει ελάχιστο στοιχείο τη
µηδενική ακολουθία.

vi) (P(A),⊆) όπου A είναι οποιοδήποτε µη-κενό σύνολο και ⊆ είναι η σχέση
υποσυνόλου. Το ελάχιστο στοιχείο του είναι το ∅.

Αν (A,≤) είναι µ.δ.σ. και B ⊆ A, τότε ονοµάζουµε supremum του B και
συµβολίζουµε µε sup B το στοιχείο του A µε τις εξής ιδιότητες :

- b ≤ sup B για κάθε b ∈ B,

- αν b′ ∈ A και b ≤ b′ για κάθε b ∈ B, τότε sup B ≤ b′.

Το sup B δεν υπάρχει πάντα για οποιοδήποτε υποσύνολο B ενός µ.δ.σ. (A,≤). Για
παράδειγµα το supremum οποιασδήποτε γνήσια αύξουσας ακολουθίας του µ.δ.σ.
([0, 1),≤) δεν υπάρχει στο διάστηµα [0, 1).

Αν (an)n≥0 είναι ακολουθία στοιχείων του µ.δ.σ. (A,≤), τότε ϑα συµβολίζουµε
το supremum του συνόλου {an | n ≥ 0} (αν υπάρχει) µε supn≥0 an.

Ορισµός 3 ΄Ενα µ.δ.σ. (A,≤) ονοµάζεται ω-πλήρες αν έχει ελάχιστο στοιχείο ⊥,
και για κάθε αύξουσα ακολουθία a0 ≤ a1 ≤ a2 . . . στοιχείων του A το supn≥0 an

υπάρχει και ανήκει στο A.

Παράδειγµα 5 Τα παρακάτω µ.δ.σ. είναι ω-πλήρη:

- ([0, 1],≤),

- (N ∪ {∞},≤),

- (P(A),⊆) µε ελάχιστο στοιχείο το ∅ για οποιοδήποτε σύνολο A.

Ας είναι (A,≤) ένα µ.δ.σ. και f : A → A µια απεικόνιση. ΄Ενα στοιχείο a ∈ A
ονοµάζεται σταθερό σηµείο της f αν f (a) = a. Το a ∈ A ονοµάζεται ελάχιστο
σταθερό σηµείο της f , και συµβολίζεται µε fixf , αν a ≤ a′ για κάθε σταθερό
σηµείο a′ της f .

Αν το µ.δ.σ. (A,≤) είναι ω-πλήρες και για κάθε αύξουσα ακολουθία a0 ≤

a1 ≤ a2 . . . στοιχείων του A ισχύει f
(
supn≥0 an

)
= supn≥0 f (an), τότε η f ονοµάζεται

ω-συνεχής.

Λήµµα 2 Αν η f : A → A είναι ω-συνεχής, τότε είναι µονότονη δηλαδή a ≤ a′ =⇒
f (a) ≤ f (a′) για κάθε a, a′ ∈ A.
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Απόδειξη Για κάθε a, a′ ∈ A, αν a ≤ a′, τότε a′ = sup{a, a′} και καθώς η f
είναι ω-συνεχής ϑα έχουµε f (a′) = f (sup{a, a′}) = sup{f (a), f (a′)} που σηµαίνει
ότι f (a) ≤ f (a′) και συνεπώς η f είναι µονότονη. □

Το ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα της καθολικής άλγεβρας είναι γνωστό
σαν Θεώρηµα σταθερού σηµείου του Tarski.

Θεώρηµα 1 (Tarski) Ας είναι (A,≤) ω-πλήρες µ.δ.σ. και f : A → A ω-συνεχής α-
πεικόνιση. Τότε το ελάχιστο σταθερό σηµείο της f υπάρχει και fixf = supn≥0 f (n)(⊥).

Απόδειξη Καταρχήν ϑα δείξουµε ότι η ακολουθία
(
f (n)(⊥)

)
n≥0

είναι αύξουσα, δη-
λαδή f (n)(⊥) ≤ f (n+1)(⊥) για κάθε n ≥ 0. Χρησιµοποιούµε επαγωγή στο n. Καθώς
το ⊥ είναι το ελάχιστο στοιχείο του µ.δ.σ. (A,≤), ϑα έχουµε f (0)(⊥) = ⊥ ≤ f (⊥) =
f (1)(⊥). Υποθέτουµε ότι f (n)(⊥) ≤ f (n+1)(⊥) και επειδή η f είναι µονότονη, λόγω
του Λήµµατος 2, ϑα έχουµε f (f (n)(⊥)) ≤ f (f (n+1)(⊥)) δηλαδή f (n+1)(⊥) ≤ f (n+2)(⊥),
όπως το ϑέλαµε. ΄Ετσι, καθώς το µ.δ.σ. (A,≤) είναι ω-πλήρες, το supn≥0 f (n)(⊥)
υπάρχει. Θα δείξουµε ότι είναι σταθερό σηµείο της f . Πράγµατι έχουµε

f

(
sup
n≥0

f (n)(⊥)
)
= sup

n≥0
f
(
f (n)(⊥)

)
= sup

n≥0
f (n+1)(⊥)

= sup
n≥0

f (n)(⊥)

όπου η πρώτη ισότητα ισχύει διότι η f είναι ω-συνεχής, και η τρίτη καθώς οι ακο-
λουθίες στοιχείων (f n(⊥))n≥0 και (f n(⊥))n≥1 του A είναι αύξουσες και διαφέρουν
µόνο ως προς τον πρώτο τους όρο.

Αποµένει λοιπόν να δείξουµε ότι το supn≥0 f (n)(⊥) είναι το ελάχιστο από όλα τα
σταθερά σηµεία της f . Ας είναι λοιπόν a ∈ A σταθερό σηµείο της f . Τότε από την
⊥ ≤ a παίρνουµε f (⊥) ≤ f (a) = a, και επαγωγικά f (n)(⊥) ≤ a για κάθε n ≥ 0,
οπότε supn≥0 f (n)(⊥) ≤ a, και η απόδειξή µας τελείωσε. □

Ασκήσεις

1) ∆ίνονται τα σύνολα A, B ⊆ X . Να δείξετε ότι ισχύουν οι σχέσεις :

- A = A,

- A ∪ B = A ∩ B,

- A ∩ B = A ∪ B.
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2) ∆ίνονται τα σύνολα A, B, C. Να δείξετε ότι ισχύουν οι σχέσεις :

- A × ∅ = ∅ × A = ∅,

- A × (B ∪ C) = (A × B) ∪ (A × C),

- A × (B ∩ C) = (A × B) ∩ (A × C),

- B ⊆ C =⇒ (A × B) ⊆ (A × C).

3) Να δείξετε ότι αν µια πράξη έχει ουδέτερο στοιχείο, τότε αυτό είναι µοναδικό.

4) ∆ίνονται οι απεικονίσεις f : A → B και g : B → C. Να αποδείξετε ότι αν

i) οι f, g είναι 1-1, τότε και η g ◦ f είναι 1-1,

ii) οι f, g είναι επί, τότε και η g ◦ f είναι επί,

iii) οι f, g είναι αµφιµονοσήµαντες, τότε και η g◦f είναι αµφιµονοσήµαντη.

5) ∆ίνονται οι απεικονίσεις f : A → B και g : B → C. Να αποδείξετε ότι αν

i) η g ◦ f είναι 1-1, τότε η f είναι 1-1,

ii) η g ◦ f είναι επί, τότε η g είναι επί,

iii) η g ◦ f είναι αµφιµονοσήµαντη, τότε η f είναι 1-1 και η g είναι επί.

6) ∆ίνεται η απεικόνιση f : A → B. Για οποιαδήποτε σύνολα A1, A2 ⊆ A και
B1, B2 ⊆ B να αποδείξετε τις παρακάτω προτάσεις :

i) f −1(B1 ∪ B2) = f −1(B1) ∪ f −1(B2),

ii) f −1(B1 ∩ B2) = f −1(B1) ∩ f −1(B2),

iii) f (A1 ∪ A2) = f (A1) ∪ f (A2), και

iv) f (A1 ∩ A2) ⊆ f (A1) ∩ f (A2).

Να αποδείξετε επίσης ότι δεν ισχύει πάντα ο αντίστροφος εγκλεισµός της
πρότασης (iv).

(7) Να εξετάσετε αν

i) το σύνολοN των ϕυσικών αριθµών µε την πράξη max µπορεί να δοµηθεί
σε µονοειδές,

ii) το σύνολοN των ϕυσικών αριθµών µε την πράξη min µπορεί να δοµηθεί
σε µονοειδές,
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iii) το σύνολο Z των ακεραίων αριθµών µε την πράξη max µπορεί να δο-
µηθεί σε µονοειδές,

iv) το σύνολο Z των ακεραίων αριθµών µε την πράξη min µπορεί να δοµη-
ϑεί σε µονοειδές.

8) Να αποδείξετε τις προτάσεις (iii)-(viii) του Παραδείγµατος 2.

9) ∆ίνεται µη-κενό σύνολο A. Να αποδείξετε ότι η πεντάδα (P(A×A),∪, ◦, ∅,∆A)
είναι ηµιδακτύλιος.

10) Να εξετάσετε αν ο ηµιδακτύλιος της προηγούµενης άσκησης είναι αντιµε-
ταθετικός.

11) Στο σύνολο Z \ {0} ορίζουµε τη σχέση

R = {(a, b) | a, b ∈ Z \ {0} και ab > 0}.

Να δείξετε ότι η R είναι σχέση ισοδυναµίας και να ϐρείτε τις κλάσεις της.

12) ∆ίνονται σύνολα A και B και µια απεικόνιση f : A → B. Στο σύνολο A
ϑεωρούµε τη σχέση R ως εξής :

aRb αν-ν f (a) = f (b)

για κάθε a, b ∈ A.
Να εξετάσετε αν η σχέση R είναι σχέση ισοδυναµίας, και στην περίπτωση
που είναι, να ϐρείτε το πλήθος των κλάσεων ισοδυναµίας.

13) Να ϐρείτε το πλήθος των σχέσεων ισοδυναµίας που µπορούν να ορισθούν
στο σύνολο A = {1, 2, 3}. (Υπόδειξη : Βρείτε όλες τις διαµερίσεις του συνόλου
A και χρησιµοποιείστε την Πρόταση 1).

14) Να ϐρείτε το πλήθος των σχέσεων ισοδυναµίας που µπορούν να ορισθούν
στο σύνολο A = {1, 2, 3, 4}.

15) ∆ίνεται σύνολο A και σχέσεις ισοδυναµίας R1, . . . , Rn στο A. Να εξετάσετε
αν η τοµή R1 ∩ . . . ∩ Rn είναι σχέση ισοδυναµίας στο A.
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16) Να εξετάσετε αν το συµπλήρωµα µιας σχέσης ισοδυναµίας σε ένα σύνολο A,
είναι σχέση ισοδυναµίας στο A.

17) ∆ίνεται σύνολο A και σχέσεις ισοδυναµίας R, S στο A. Να ϐρείτε την ελάχιστη
σχέση ισοδυναµίας στο A που περιέχει τη σχέση R ∪ S.

18) Να αποδείξετε την πρόταση του Παραδείγµατος 5.

19) ∆ίνονται τα µερικά διατεταγµένα σύνολα (A,≤A) και (B,≤B). Στο καρτεσιανό
γινόµενο A × B ορίζουµε τη σχέση ≤ ως εξής :

(a, b) ≤ (a′, b′) αν-ν ((a ≤A a′ και a , a′) ή (a = a′ και b ≤B b′))

για κάθε (a, b), (a′, b′) ∈ A × B.

Να εξετάσετε αν το Ϲεύγος (A × B,≤) είναι µερικά διατεταγµένο σύνολο.

20) ∆ίνονται τα ολικά διατεταγµένα σύνολα (A,≤A) και (B,≤B). Στο καρτεσιανό
γινόµενο A × B ορίζουµε τη σχέση ≤ ως εξής :

(a, b) ≤ (a′, b′) αν-ν ((a ≤A a′ και a , a′) ή (a = a′ και b ≤B b′))

για κάθε (a, b), (a′, b′) ∈ A × B.

Να εξετάσετε αν το Ϲεύγος (A × B,≤) είναι ολικά διατεταγµένο σύνολο.

21) ∆ίνονται τα µερικά διατεταγµένα σύνολα (A,≤A), (B,≤B) και (C,≤C). Στο
καρτεσιανό γινόµενο A × B × C ορίζουµε τη σχέση ≤ ως εξής :

(a, b, c) ≤ (a′, b′, c) αν-ν


(a ≤A a′ και a , a′)

ή
(a = a′ και b ≤B b′ και b , b′)

ή
(a = a′ και b = b′ και c ≤C c′)


για κάθε (a, b, c), (a′, b′, c′) ∈ A × B × C.

Να εξετάσετε αν το Ϲεύγος (A × B × C,≤) είναι µερικά διατεταγµένο σύνολο.

22) ∆ίνονται τα ολικά διατεταγµένα σύνολα (A,≤A), (B,≤B) και (C,≤C). Στο
καρτεσιανό γινόµενο A × B × C ορίζουµε τη σχέση ≤ ως εξής :
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(a, b, c) ≤ (a′, b′, c) αν-ν


(a ≤A a′ και a , a′)

ή
(a = a′ και b ≤B b′ και b , b′)

ή
(a = a′ και b = b′ και c ≤C c′)


για κάθε (a, b, c), (a′, b′, c′) ∈ A × B × C.

Να εξετάσετε αν το Ϲεύγος (A × B × C,≤) είναι ολικά διατεταγµένο σύνολο.

23) ∆ίνεται µη-κενό σύνολο A και έστω D το σύνολο όλων των διαµερίσεων του
A. Στο D ορίζουµε µια σχέση R ως εξής :

∆R∆′ αν-ν για κάθε Ai ∈ ∆ υπάρχει A′j ∈ ∆
′ έτσι ώστε Ai ⊆ A′j

για κάθε ∆ = (Ai)i∈I ,∆′ =
(
A′j

)
j∈J
∈ D.

Να δείξετε ότι η R είναι σχέση µερικής διάταξης στο σύνολο D.

24) ∆ίνεται µη-κενό σύνολο A και έστω E το σύνολο όλων των σχέσων ισοδυνα-
µίας στο A. Στο E ορίζουµε µια σχέση R ως εξής :

SRS′ αν-ν για κάθε [a]S ∈ A/S υπάρχει [b]S′ ∈ A/S′ έτσι ώστε [a]S ⊆ [b]S′

για κάθε S, S′ ∈ E.

Να δείξετε ότι η R είναι σχέση µερικής διάταξης στο σύνολο E.

25) ∆ίνεται µονοειδές (K,△, e) και σχέση ισοδυναµίας R στο K τέτοια ώστε για
κάθε k1, k2, k′1, k′2 ∈ K

k1 ≡ k′1(R) και k2 ≡ k′2(R) =⇒ k1 △ k2 ≡ k′1 △ k′2(R).

Για κάθε k, k′ ∈ K ορίζουµε

[k]R△̃[k′]R = [k △ k′]R.

Να δείξετε ότι

i) η △̃ είναι πράξη στο K/R,

ii) το (K/R, △̃, [e]) είναι µονοειδές,

iii) η απεικόνιση h : K → K/R, που ορίζεται από την h(k) = [k]R για κάθε
k ∈ K, είναι µορφισµός µονοειδών.



Κεφάλαιο 2

Τυπικές γλώσσες

Θα ονοµάζουµε αλφάβητο ένα πεπερασµένο σύνολο A και τα στοιχεία του γράµ-
µατα. Κάθε πεπερασµένη ακολουθία (a1, . . . , an) στοιχείων του A ϑα ονοµάζε-
ται λέξη (ή συµβολοσειρά) από το αλφάβητο A και ϑα συµβολίζεται απλούστερα
a1 . . . an. Για λόγους πληρότητας της ϑεωρίας µας ϑα ϑεωρήσουµε και µία λέξη
που δεν έχει καθόλου γράµµατα. Θα τη συµβολίζουµε µε ε και ϑα τη καλούµε
κενή λέξη.

Παράδειγµα 6 Θεωρούµε το αλφάβητο της αγγλικής γλώσσας AEN = {a, b, . . . , z}.
Φανερά κάθε αγγλική λέξη είναι λέξη σύµφωνα µε τον ορισµό που δώσαµε προη-
γουµένως. ΄Οµοια οι babb, zzzzzz, cfg είναι λέξεις µε την έννοια που ορίσαµε πα-
ϱαπάνω. Εντούτοις δεν αποτελούν λέξεις της αγγλικής γλώσσας. Το ίδιο συµβαίνει
µε το αλφάβητο οποιασδήποτε ϕυσικής γλώσσας. Η έννοια της λέξης δηλαδή στη
µαθηµατική γλωσσολογία είναι γενικότερη από αυτή της λέξης στις ϕυσικές µας
γλώσσες.

Το σύνολο όλων των λέξεων από το αλφάβητο A ϑα συµβολίζεται µε A∗, δηλαδή

A∗ = {ε} ∪ {a1 . . . an | n > 0, a1, . . . , an ∈ A}

και το σύνολο όλων των λέξεων από το αλφάβητο A χωρίς την κενή λέξη ϑα συµ-
ϐολίζεται µε A+, δηλαδή

A+ = A∗ \ {ε}.

Παράδειγµα 7 Θεωρούµε το αλφάβητο A = {0, 1, . . . , 9}. Τότε οι λέξεις του A∗

παριστάνουν όλους τους ϕυσικούς αριθµούς εκφρασµένους στο δεκαδικό σύστηµα
αρίθµησης. ΄Οµοια αν A = {0, 1}, τότε οι λέξεις του A∗ παριστάνουν όλους τους
ϕυσικούς αριθµούς εκφρασµένους στο δυαδικό σύστηµα αρίθµησης.

∆ύο λέξεις w = a1 . . . an, u = b1 . . . bm από το A, µε a1, . . . , an, b1, . . . , bm ∈ A
ϑα ονοµάζονται ίσες, και ϑα γράφουµε w = u, αν n = m και ai = bi για κάθε
1 ≤ i ≤ n.

23
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Στο σύνολο A∗ ορίζουµε την πράξη της παράθεσης ως εξής : Αν w = a1 . . . an, u =
b1 . . . bm ∈ A∗ η παράθεση της w µε τη u είναι η λέξη wu = a1 . . . anb1 . . . bm. Ε-
ίναι εύκολο να δείξουµε ότι η παράθεση είναι πράξη προσεταιριστική, δηλαδή,
για κάθε w, u, v ∈ A∗ ισχύει w(uv) = (wu)v και ότι wε = w = εw για κάθε
w ∈ A∗. Συνεπώς το σύνολο A∗ µε τη πράξη της παράθεσης και ουδέτερο στοιχείο
την κενή λέξη αποτελεί ένα µονοειδές.1 Να σηµειώσουµε ότι αν card(A) > 1 τότε
η παράθεση δεν είναι αντιµεταθετική πράξη.

Για κάθε λέξη w ∈ A∗ και n ≥ 0 ορίζουµε τη n-οστή δύναµη wn της w επαγω-
γικά ως εξής :

- w0 = ε,

- wn+1 = wnw για κάθε n ≥ 0.

Τότε για κάθε w ∈ A∗ και n, m ≥ 0 έχουµε (µπορείτε να το αποδείξετε µε επαγωγή
στο m)

wnwm = wn+m και (wn)m
= wnm.

Η αντίστροφη (ή είδωλο) µιας λέξης w = a1 . . . an ∈ A∗ είναι η λέξη wρ =

an . . . a1. Είναι εύκολο να δείξουµε ότι (wu)ρ = uρwρ για κάθε w, u ∈ A∗

Τέλος το µήκος |w| µιας λέξης w είναι το πλήθος των γραµµάτων της, δηλαδή
αν w = a1 . . . an ∈ A∗ τότε |w| = n. Φανερά |wu| = |w| + |u| για κάθε w, u ∈ A∗

ενώ |ε| = 0. Με άλλα λόγια η απεικόνιση που αντιστοιχίζει κάθε λέξη στο µήκος
της είναι ένας µορφισµός του µονοειδούς A∗ στο µονοειδές των ϕυσικών αριθµών
(N,+, 0).

Κάθε σύνολο L ⊆ A∗ ονοµάζεται τυπική γλώσσα (ή απλούστερα γλώσσα) από το
αλφάβητο A. Για παράδειγµα αν A = {a, b, c}, τότε τα σύνολα {a, bac10, bca(ac)30b},
{an | n ≥ 0}, {anbn | n ≥ 0}, {anbm | n, m ≥ 0} αποτελούν γλώσσες από το αλφάβη-
το A.

Η πράξη της παράθεσης επεκτείνεται σε γλώσσες ως εξής : αν L1, L2 ⊆ A∗ τότε
η παράθεση της L1 µε την L2 είναι η γλώσσα

L1L2 = {w1w2 | w1 ∈ L1, w2 ∈ L2}.

Για παράδειγµα αν A = {a, b, c}, L1 = {ab2, c10, bca} και L2 = {b2, ac3, ε} τότε

L1L2 = {ab4, ab2ac3, ab2, c10b2, c10ac3, c10, bcab2, bca2c3, bca}.

Η παράθεση γλωσσών είναι προσεταιριστική, έχει ουδέτερο στοιχείο τη γλώσσα
{ε} και επιµερίζεται ως προς την ένωση, δηλαδή

- L1 (L2L3) = (L1L2) L3 (1)

- L1{ε} = L1 = {ε}L1 (2)
1Ακριβέστερα αποτελεί το ελεύθερο µονοειδές που παράγεται από το πεπερασµένο σύνολο A (ϐλ.

΄Ασκηση 12).
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- L1 (L2 ∪ L3) = L1L2 ∪ L1L3 και (L1 ∪ L2) L3 = L1L3 ∪ L2L3 (3)

για κάθε L1, L2, L3 ⊆ A∗.
Ας αποδείξουµε τη δεύτερη από τις σχέσεις (3). Για κάθε w ∈ A∗ ισχύει

w ∈ (L1 ∪ L2)L3 =⇒ w = uv µε u ∈ L1 ∪ L2 και v ∈ L3

=⇒ w = uv µε (u ∈ L1 ή u ∈ L2) και v ∈ L3

=⇒ w = uv µε uv ∈ L1L3 ή uv ∈ L2L3

=⇒ w ∈ L1L3 ή w ∈ L2L3

=⇒ w ∈ L1L3 ∪ L2L3.

΄Αρα (L1 ∪ L2)L3 ⊆ L1L3 ∪ L2L3. Αντίστροφα, αν w ∈ L1L3, τότε w = uv µε u ∈ L1

και v ∈ L3. Καθώς όµως L1 ⊆ L1 ∪ L2 παίρνουµε ότι w = uv ∈ (L1 ∪ L2)L3 και
συνεπώς L1L3 ⊆ (L1 ∪ L2)L3. ΄Οµοια δείχνουµε ότι L2L3 ⊆ (L1 ∪ L2)L3 οπότε και
L1L3 ∪ L2L3 ⊆ (L1 ∪ L2)L3.

Από τον ορισµό της παράθεσης γλωσσών προκύπτει ότι

- L∅ = ∅ = ∅L (4).

για κάθε L ⊆ A∗.
Το (P(A∗),∪, ∅) είναι αντιµεταθετικό µονοειδές και λόγω των (1) και (2) τοP(A∗)

είναι µονοειδές µε τη πράξη της παράθεσης και ουδέτερο στοιχείο τη γλώσσα {ε}.
Λαµβάνοντας υπόψη και τις (3), (4) συνάγουµε ότι το P(A∗) είναι ηµιδακτύλιος µε
τις πράξεις της ένωσης και της παράθεσης.

Καθώς η παράθεση γλωσσών είναι προσεταιριστική, µπορούµε να ορίσουµε
για κάθε γλώσσα L ⊆ A∗ και κάθε n ≥ 0 τη n-δύναµη ή (n-επανάληψη) Ln της
γλώσσας L ως εξής :

- L0 = {ε},

- Ln+1 = LnL για κάθε n ≥ 0.

Περαιτέρω η ϑήκη L∗ της γλώσσας L ορίζεται ως εξής :

L∗ =
⋃
n≥0

Ln

= {ε} ∪ L ∪ L2 ∪ L3 ∪ . . . .

Για παράδειγµα αν L = {a} µε a ∈ A, τότε {a}∗ = {an | n ≥ 0}.

Στη συνέχεια για κάθε γράµµα a ∈ A ϑα συµβολίζουµε το µονοσύνολο {a}
απλούστερα µε a. Με αυτή τη σύµβαση, το µονοσύνολο {w} µε w = a1 . . . an

όπου a1, . . . , an ∈ A ϑα συµβολίζεται µε w αφού {w} = {a1} . . . {an}. ΄Οµοια ϑα



26 ΓΕΩΡΓΙΟΣ ΡΑΧΩΝΗΣ

γράφουµε w ∪ u για το σύνολο {w, u}, και (w3u10c ∪ bac9b3)∗ για το σύνολο
{w3u10c, bac9b3}∗, κλπ.

Επόµενο καθήκον µας είναι η επίλυση γραµµικών εξισώσεων (και συστηµάτων
γραµµικών εξισώσεων) στο σύνολο P(A∗). Συγκεκριµένα ϑα αναζητήσουµε τις
λύσεις εξισώσεων (ως προς X ) της µορφής X = LX ∪ M όπου L, M ⊆ A∗. Μία
γλώσσα F ονοµάζεται λύση της εν λόγω εξίσωσης αν F = LF ∪ M. Η λύση F ϑα
ονοµάζεται ελάχιστη αν ισχύει F ⊆ F ′ για οποιαδήποτε λύση της εξίσωσης. Θα
αποδείξουµε ότι η εν λόγω εξίσωση έχει ελάχιστη λύση. Για αυτό ϑα µας χρειαστεί
το επόµενο αποτέλεσµα.

Λήµµα 3 Ας είναι L1, L2, M1, M2 ⊆ A∗ γλώσσες. Αν L1 ⊆ M1 και L2 ⊆ M2, τότε
L1L2 ⊆ M1M2.

Απόδειξη ΄Εστω w ∈ L1L2. Τότε w = w1w2 µε w1 ∈ L1 ⊆ M1 και w2 ∈ L2 ⊆ M2,
και συνεπώς w ∈ M1M2. ΄Αρα L1L2 ⊆ M1M2. □

Πρόταση 3 Ας είναι L, M ⊆ A∗. Η ελάχιστη λύση της εξίσωσης

(E) X = LX ∪M

είναι η γλώσσα L∗M. Αν η γλώσσα L δεν περιέχει την κενή λέξη, δηλαδή ε < L,
τότε η L∗M είναι µοναδική λύση.

Απόδειξη Θεωρούµε την απεικόνιση

f(E) : P(A∗)→ P(A∗)

που ορίζεται από τη σχέση

f(E)(F ) = LF ∪M

για κάθε F ∈ P(A∗). Είναι ϕανερό πως κάθε λύση της εξίσωσης (E) είναι σταθερό
σηµείο της f(E) και αντίστροφα. ΄Ετσι το ελάχιστο σταθερό σηµείο της f(E) (αν
υπάρχει) ϑα ταυτίζεται µε την ελάχιστη λύση της (E). Θα δείξουµε ότι το fixf(E)

υπάρχει. Από το Παράδειγµα 5, το µ.δ.σ. (P(A∗),⊆) είναι ω-πλήρες, άρα αρκεί
να δείξουµε ότι η απεικόνιση f(E) είναι ω-συνεχής. Πράγµατι, ας είναι F0 ⊆ F1 ⊆

F2 ⊆ . . . µια αύξουσα ακολουθία στοιχείων του P(A∗). Τότε supn≥0 Fn =
⋃
n≥0

Fn.
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Συνεπώς

f(E)

(
sup
n≥0

Fn

)
= f(E)

⋃
n≥0

Fn


= L

⋃
n≥0

Fn ∪M

=
⋃
n≥0

LFn ∪M

=
⋃
n≥0

(LFn ∪M)

= sup
n≥0

(LFn ∪M)

= sup
n≥0

f(E) (Fn)

όπου η προτελευταία ισότητα ισχύει καθώς η ακολουθία (LFn ∪M)n≥0 είναι λόγω
του Λήµµατος 3 αύξουσα.

΄Ετσι, από το Θεώρηµα 1, το fixf(E) υπάρχει και

fixf(E) = sup
n≥0

f (n)
(E) (∅)

= sup
n≥0

(Ln−1M ∪ Ln−2M ∪ . . . ∪M)

=
⋃
n≥0

LnM

=

⋃
n≥0

Ln

 M

= L∗M

όπου η δεύτερη ισότητα ισχύει καθώς f (0)
(E) (∅) = ∅, f (1)

(E) (∅) = L∅ ∪ M = M,
f (2)
(E) (∅) = f(E)(M) = LM∪M, f (3)

(E) (∅) = f(E)(LM∪M) = L(LM∪M)∪M = L2M∪LM∪M ,
και γενικότερα µπορούµε µε επαγωγή να δείξουµε ότι f (n)

(E) (∅) = Ln−1M ∪ . . . ∪M
για κάθε n ≥ 1.

΄Αρα η ελάχιστη λύση της εξίσωσης (E) είναι η γλώσσα L∗M.

Υποθέτουµε τώρα ότι ε < L και ϑεωρούµε µια οποιαδήποτε λύση Y της εξίσω-
σης. Θα δείξουµε ότι Y = L∗M. Καθώς η L∗M είναι η ελάχιστη λύση της (E) ϑα
έχουµε L∗M ⊆ Y . Αποµένει λοιπόν να δείξουµε τον αντίστροφο εγκλεισµό. Ας
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είναι w ∈ Y και έστω |w| = n. Τότε

Y = LY ∪M

= L(LY ∪M) ∪M

= L2Y ∪ LM ∪M

= L2(LY ∪M) ∪ LM ∪M

= L3Y ∪ L2M ∪ LM ∪M

= . . .

= Ln+1Y ∪ LnM ∪ . . . ∪M.

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι w ∈ LnM ∪ . . .∪M ⊆ L∗M. Αντίθετα ας υποθέσουµε
ότι αυτό δεν ισχύει. Τότε w ∈ Ln+1Y . Αυτό σηµαίνει ότι w = w1 . . . wn+1u όπου
w1, . . . , wn+1 ∈ L και u ∈ Y . ΄Ετσι

|w| = |w1 . . . wn+1u|

= |w1| + . . . + |wn+1| + |u|

≥ n + 1 + |u| καθώς ε < L,

άτοπο. □

Παράδειγµα 8 ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b} και η εξίσωση X = (ab3∪b)X∪a10.
Σύµφωνα µε τη Πρόταση 3 η ελάχιστη λύση της εξίσωσης είναι η γλώσσα X =
(ab3 ∪b)∗a10. Καθώς η κενή λέξη ε δεν ανήκει στη γλώσσα (ab3 ∪b), η λύση είναι
µοναδική.

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε τη λύση συστηµάτων εξισώσεων της µορφής

X1 = L11X1 ∪ L12X2 ∪ . . . ∪ L1nXn ∪M1

X2 = L21X1 ∪ L22X2 ∪ . . . ∪ L2nXn ∪M2

. . .

Xn = Ln1X1 ∪ Ln2X2 ∪ . . . ∪ LnnXn ∪Mn

όπου Lij, Mi ⊆ A∗ για κάθε 1 ≤ i, j ≤ n.
Για τη λύση τέτοιων συστηµάτων ϑα χρησιµοποιήσουµε το αποτέλεσµα της Πρότα-
σης 3 και τη γνωστή, από τα αριθµητικά γραµµικά συστήµατα, µέθοδο της αντι-
κατάστασης. Ας το δούµε µε ένα παράδειγµα.

Παράδειγµα 9 ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c} και το σύστηµα εξισώσεων

X1 = (a2b3 ∪ c)X1 ∪ a10X2 ∪ ε (1)
X2 = (c4 ∪ acb)X1 ∪ bX2 ∪ c (2).
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Ξεκινούµε από την πρώτη εξίσωση. Σύµφωνα µε τη Πρόταση 3 έχουµε

X1 = (a2b3 ∪ c)∗(a10X2 ∪ ε) (1′).

Αντικαθιστούµε τη X1 από την (1΄) στην εξίσωση (2)

X2 = (c4 ∪ acb)(a2b3 ∪ c)∗(a10X2 ∪ ε) ∪ bX2 ∪ c

= (c4 ∪ acb)(a2b3 ∪ c)∗a10X2 ∪ (c4 ∪ acb)(a2b3 ∪ c)∗ ∪ bX2 ∪ c

= ((c4 ∪ acb)(a2b3 ∪ c)∗a10 ∪ b)X2 ∪ (c4 ∪ acb)(a2b3 ∪ c)∗ ∪ c.

Η τελευταία εξίσωση έχει άγνωστο µόνο τη X2 συνεπώς εφαρµόζοντας και πάλι τη
Πρόταση 3 παίρνουµε

X2 = ((c4 ∪ acb)(a2b3 ∪ c)∗a10 ∪ b)∗((c4 ∪ acb)(a2b3 ∪ c)∗ ∪ c).

Αντικαθιστώντας την X2 στην εξίσωση (1΄) αποκτούµε και την X1, δηλαδή

X1 = (a2b3 ∪ c)∗(a10((c4 ∪ acb)(a2b3 ∪ c)∗a10 ∪ b)∗((c4 ∪ acb)(a2b3 ∪ c)∗ ∪ c) ∪ ε).

Για να λύσουµε το παραπάνω σύστηµα ξεκινήσαµε από τη πρώτη εξίσωση.
Θα ϐρίσκαµε άραγε την ίδια λύση αν ξεκινούσαµε από τη δεύτερη ; Η απάντηση
είναι ναι διότι η λύση είναι µοναδική και αυτό εξασφαλίζεται από το αποτέλε-
σµα της Πρότασης 3 καθώς οι συντελεστές του συστήµατός µας δεν περιέχουν
την κενή λέξη ε. Θα πρέπει να παρατηρήσουµε εδώ ότι οι λύσεις που ϑα πάρου-
µε ξεκινώντας από τη δεύτερη εξίσωση ϑα έχουν ενδεχοµένως διαφορετική µορ-
ϕή. Για να γίνει κατανοητό αυτό παρατηρείστε (και αποδείξτε σαν άσκηση) ότι
a(ba)∗ = (ab)∗a.
Στη πραγµατικότητα, για τις εφαρµογές της παραπάνω ϑεωρίας, ϑα µας απασχο-
λήσουν συστήµατα εξισώσεων στα οποία οι συντελεστές των αγνώστων ϑα είναι
γράµµατα ή το κενό σύνολο, και η σταθερή γλώσσα ϑα είναι η κενή λέξη ε ή το
κενό σύνολο.

Παράδειγµα 10 ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c} και το σύστηµα εξισώσεων

X1 = aX1 ∪ bX2 ∪ cX3 ∪ ε (1)
X2 = cX1 ∪ bX2 (2)
X3 = bX1 ∪ aX3 ∪ ε (3).

Από την εξίσωση (2) παίρνουµε

X2 = b∗cX1 (2′)

ενώ απο την εξίσωση (3)

X3 = a∗(bX1 ∪ ε) (3′).
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Αντικαθιστώντας τις X2, X3 από τις (2΄),(3΄) αντίστοιχα, στην (1) έχουµε

X1 = aX1 ∪ bb∗cX1 ∪ ca∗(bX1 ∪ ε) ∪ ε

= aX1 ∪ bb∗cX1 ∪ ca∗bX1 ∪ ca∗ ∪ ε

= (a ∪ bb∗c ∪ ca∗b)X1 ∪ (ca∗ ∪ ε)

και συνεπώς

X1 = (a ∪ bb∗c ∪ ca∗b)∗(ca∗ ∪ ε).

Αντικαθιστώντας την X1 στις (2΄) και (3΄) ϐρίσκουµε τις X2 και X3, αντίστοιχα

X2 = b∗c(a ∪ bb∗c ∪ ca∗b)∗(ca∗ ∪ ε)
X3 = a∗b(a ∪ bb∗c ∪ ca∗b)∗(ca∗ ∪ ε) ∪ a∗.

Η λύση και πάλι είναι µοναδική.

Ασκήσεις

1) Να δείξετε ότι η παράθεση λέξεων είναι προσεταιριστική πράξη.

2) Να εξετάσετε αν η πράξη της παράθεσης γλωσσών επιµερίζεται ως προς την
πράξη της τοµής.

3) ΄Εστω αλφάβητο A. Η αντίστροφη γλώσσα (ή είδωλο) µιας γλώσσας L ⊆ A∗

είναι η γλώσσα
Lρ = {wρ | w ∈ L}.

Να δείξετε ότι για L, M ⊆ A∗ ισχύει

(LM)ρ = MρLρ.

4) ΄Εστω αλφάβητο A. Μια γλώσσα L ⊆ A∗ είναι κλειστή µε τη πράξη της
παράθεσης αν L2 ⊆ L. Να δείξετε ότι για οποιαδήποτε γλώσσα L ⊆ A∗, η
ϑήκη L∗ της L είναι η µικρότερη (µε τη διάταξη του υποσυνόλου) κλειστή
µε την πράξη της παράθεσης γλώσσα που περιέχει την κενή λέξη ε και την
L.

5) Να λύσετε το σύστηµα του Παραδείγµατος 9 ξεκινώντας από την δεύτερη
εξίσωση.
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6) Να λύσετε το σύστηµα

X1 = aX1 ∪ cX2 ∪ bX3

X2 = bX1 ∪ cX2 ∪ aX3 ∪ ε

X3 = cX1 ∪ bX2.

7) Να λύσετε το σύστηµα

X1 = aX1 ∪ bX2 ∪ cX3 ∪ ε

X2 = bX1 ∪ cX2 ∪ aX3

X3 = cX1 ∪ aX2 ∪ bX3 ∪ ε.

8) ∆ίνεται αλφάβητο A. Στο P(A∗) ορίζουµε την πράξη alt ως εξής : alt(L, M) =
{a1b1a2b2 . . . anbn | a1a2 . . . an ∈ L, b1b2 . . . bn ∈ M, a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈

A}. Αν A = {a, b, c, d}, να ϐρείτε την γλώσσα alt(L, M) στις παρακάτω περι-
πτώσεις.
(α) L = {a3, bcab, cda3}, M = {a4, cbc, d6}.
(ϐ) L = {ca3, c10a}, M = {a4, cbc, d6}.
(γ) L = {a3, bcab, cda3}, M = {a8, c7, dacbabd}.

9) ΄Εστω αλφάβητο A και w, u ∈ A∗. Το µικτό γινόµενο w� u των w, u είναι η
γλώσσα

w� u = {w1u1 . . . wnun | w = w1w2 . . . wn, u = u1u2, . . . un,

w1, w2, . . . , wn, u1, u2, . . . , un ∈ A∗}.

Το µικτό γινόµενο δύο γλωσσών L, M ⊆ A∗ ορίζεται από τη σχέση

L �M =
⋃

w∈L,u∈M

w� u.

Να ϐρείτε το µικτό γινόµενο των γλωσσών L � M για τις γλώσσες L και M
της προηγούµενης άσκησης.

10) ∆ίνεται αλφάβητο A. Για κάθε λέξη w ∈ A∗ και γλώσσα L ⊆ A∗ ορίζουµε τη
γλώσσα

w−1L = {u ∈ A∗ | wu ∈ L}.

Να ϐρείτε την γλώσσα w−1L όταν A = {a, b, c} και



32 ΓΕΩΡΓΙΟΣ ΡΑΧΩΝΗΣ

i) w = a και L = a∗,

ii) w = a και L = b∗,

iii) w = a3 και L = a5b∗,

iv) w = a3 και L = ca∗b,

v) w = b2ac και L = (b3ac)∗,

vi) w = c2a και L = cba∗,

vii) w = abcabc και L = abcabcc∗,

viii) w = ab και L = {anbn | n ≥ 0},

ix) w = cb και L = a∗cb∗,

x) w = a4c3b2 και L = a8b∗c8.

11) ∆ίνεται αλφάβητο A το οποίο ϑεωρούµε ολικά διατεταγµένο µε µια σχέση ≤.
Στο A∗ ϑεωρούµε τη σχέση ≤lex που ορίζεται ως εξής :

w ≤lex w′ αν-ν

 w′ = wv, v ∈ A∗

ή
w = uav και w′ = ua′v′, u, v, v′ ∈ A∗, a, a′ ∈ A µε a ≤ a′


για κάθε w, w′ ∈ A∗.

Να δείξετε ότι η σχέση ≤lex είναι ολική διάταξη στο A∗ .

12) ∆ίνεται αλφάβητο A, µονοειδές (K,△, e) και απεικόνιση h : A → K. Να
δείξετε ότι η h επεκτείνεται µε µοναδικό τρόπο σε ένα µορφισµό από το
µονοειδές (A∗, · , ε) (όπου · συµβολίζει τη πράξη παράθεσης λέξεων) στο µο-
νοειδές (K,△, e).

(Αυτή ακριβώς η ιδότητα του (A∗, · , ε) είναι που το χαρακτηρίζει ως το ελε-
ύθερο µονοειδές που παράγεται από το πεπερασµένο σύνολο A).



Κεφάλαιο 3

Πλήρη πεπερασµένα αυτόµατα

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα εισάγουµε τα πλήρη πεπερασµένα αυτόµατα και ϑα ασχο-
ληθούµε µε την εύρεση της συµπεριφοράς τους.

Ορισµός 4 ΄Ενα πλήρες πεπερασµένο αυτόµατο (complete finite automaton, σύντο-
µα CFA1) είναι µια πεντάδα της µορφής A = (Q, A, q0, δ, F ) όπου

- Q είναι το πεπερασµένο σύνολο των καταστάσεων,

- A είναι το αλφάβητο εισόδου,

- q0 ∈ Q είναι η αρχική κατάσταση,

- δ : Q × A → Q είναι µια απεικόνιση που περιγράφει τη λειτουργία το αυτο-
µάτου, και

- F ⊆ Q είναι το σύνολο των τελικών καταστάσεων.

Η δ επεκτείνεται σε µία απεικόνιση δ∗ : Q × A∗ → Q, επαγωγικά στο µήκος
των λέξεων, ως εξής :

- δ∗(q, ε) = q,

- δ∗(q, wa) = δ(δ∗(q, w), a)

για κάθε q ∈ Q, w ∈ A∗, a ∈ A.
Η λέξη w ∈ A∗ αναγνωρίζεται από το CFA A αν δ∗(q0, w) ∈ F . Η γλώσσα όλων

των λέξεων που αναγνωρίζονται από τοA ονοµάζεται γλώσσα (ή συµπεριφορά) του
A και συµβολίζεται µε L(A) (ή µε |A|), δηλαδή

L(A) = {w ∈ A∗ | δ∗(q0, w) ∈ F }.

Λήµµα 4 Ας είναι A = (Q, A, q0, δ, F ) ένα CFA. Για κάθε q ∈ Q, w, u ∈ A∗ ισχύει

δ∗(q, wu) = δ∗(δ∗(q, w), u).
1Ο όρος ϑα χρησιµοποιείται για τον ενικό και πληθυντικό αριθµό.

33
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Απόδειξη Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στο µήκος της λέξης u. Αν |u| = 0,
τότε u = ε και συνεπώς

δ∗(q, wε) = δ∗(q, w) = δ∗(δ∗(q, w), ε).

Υποθέτουµε τώρα ότι η σχέση ισχύει για κάθε u ∈ A∗ µε |u| ≤ k και έστω |u| = k+1.
Τότε u = u′a όπου u′ ∈ A∗, a ∈ A και |u′| = k. ΄Εχουµε

δ∗(q, wu) = δ∗(q, wu′a)
= δ(δ∗(q, wu′), a) από τον ορισµό της δ∗

= δ(δ∗(δ∗(q, w), u′), a) από την υπόθεση της επαγωγής
= δ∗(δ∗(q, w), u′a) από τον ορισµό της δ∗

= δ∗(δ∗(q, w), u),

όπως το ϑέλαµε. □

΄Ενα CFA A = (Q, A, q0, δ, F ) αναπαριστάνεται µε ένα γράφηµα ως εξής : το-
ποθετούµε στο επίπεδο τις καταστάσεις του, την κάθε µία µέσα σε ένα κύκλο,
και ϐάζουµε ένα ϐέλος µε το γράµµα a από την κατάσταση qi στην κατάσταση qj

αν και µόνο αν δ(qi , a) = qj. Την αρχική κατάσταση την επισηµαίνουµε µε ένα
ϐέλος που δείχνει σε αυτή ενώ τις τελικές καταστάσεις διαγράφοντας τον κύκλο
τους µε διπλή γραµµή. Ας υποθέσουµε τώρα ότι η λέξη w = a1a2 . . . an αναγνω-
ϱίζεται από το CFA. Αυτό σηµαίνει ότι δ∗(q0, w) ∈ F και από τον ορισµό της δ
υπάρχουν καταστάσεις q1, . . . , qn µε qn ∈ F έτσι ώστε δ(q0, a1) = q1, δ(q1, a2) =
q2, . . . , δ(qn−1, an) = qn. Συνεπώς στο γράφηµα του CFA ϑα υπάρχει µια διαδροµή

→ q0
a1
→ q1

a2
→ q2 . . . qn−1

an
→ qn.

Μιά τέτοια διαδροµή που ξεκινά από την αρχική κατάσταση και καταλήγει σε
τελική ονοµάζεται επιτυχής. Αντίστροφα, αν για τη λέξη w = a1 . . . an υπάρχει
µια επιτυχής διαδροµή της παραπάνω µορφής, τότε η λέξη αναγνωρίζεται από
το CFA αφού δ∗(q0, w) = qn ∈ F . ΄Ετσι λοιπόν µια λέξη w ∈ A∗ αναγνωρίζεται
απο το CFA A αν και µόνο αν υπάρχει µια επιτυχής διαδροµή του A στη w.
Συνεπώς για να ϐρούµε τη γλώσσα L(A) του CFA A δεν έχουµε παρά να ϐρούµε
όλες τις επιτυχείς διαδροµές του. Είναι όµως αυτό εφικτό ; Ας δούµε κάποια
παραδείγµατα.

Παράδειγµα 11 ∆ίνεται το CFA A = (Q, A, q0, δ, F ) µε A = {a, b}, Q = {q0, q1},
F = {q1} και την απεικόνιση δ που ορίζεται από τον πίνακα

δ a b
q0 q1 q0

q1 q1 q1

Το γράφηµα του CFA είναι το εξής
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q0 q1
a

b a,b

Θεωρούµε τις λέξεις b10a3b, ab1000a40b23, b10000. Τότε δ∗(q0, b10a3b) = q1,
δ∗(q0, ab1000a40b23) = q1 και δ∗(q0, b10000) = q0. ΄Ετσι b10a3b, ab1000a40b23 ∈

L(A), ενώ b10000 < L(A). Παρατηρούµε ότι µε οποιαδήποτε λέξη και αν τροφο-
δοτήσουµε το CFA µας στην αρχική κατάσταση q0, για να ϕτάσει στην µοναδική
τελική κατάσταση q1 ϑα πρέπει η λέξη να περιέχει µία τουλάχιστο εµφάνιση του
γράµµατος a. ΄Ετσι ‘‘είναι εύκολο’’ να συµπεράνουµε ότι

L(A) = b∗a(a ∪ b)∗.

Παράδειγµα 12 ∆ίνεται το CFA A = (Q, A, q0, δ, F ) µε A = {a, b}, Q = {q0, q1, q2},
F = {q2} και την απεικόνιση δ που ορίζεται από τον πίνακα

δ a b
q0 q1 q2

q1 q0 q1

q2 q2 q0

Το γράφηµα του CFA A είναι

q0

q1

q2

a

b

a

b

b

a

Παρατηρούµε ότι δ∗(q0, a5b30ab9a2) = q2, δ∗(q0, a2013b3000ab19a2000) = q2,
ενώ δ∗(q0, a5b30ab8) = q0 και συνεπώς a5b30ab9a2, a2013b3000ab19a2000 ∈ L(A),
ενώ a5b30ab8 < L(A).

Είναι ϕανερό ότι η γλώσσα του CFA του προηγούµενου παραδείγµατος δεν µπο-
ϱεί να υπολογισθεί µε κάποιον ‘‘εµπειρικό’’ τρόπο. Και αν το πρόβληµα της
αναζήτησης της γλώσσας L(A) στο προηγούµενο παράδειγµα ϕαίνεται σύνθετο



36 ΓΕΩΡΓΙΟΣ ΡΑΧΩΝΗΣ

ας αναλογισθεί ο αναγνώστης πόσο αυξάνει η πολυπλοκότητα του προβλήµατος
αυτού σε ένα CFA µε 300 καταστάσεις (µικρός αριθµός για πραγµατικές εφαρ-
µογές !) και αλφάβητο εισόδου µε 26 γράµµατα (π.χ. της Αγγλικής γλώσσας)...
Χρειαζόµαστε συνεπώς έναν αλγόριθµο µε τον οποίο ϑα µπορούµε να υπολογίζου-
µε την γλώσσα οποιουδήποτε αυτοµάτου. Πράγµατι ο αλγόριθµος αυτός υπάρχει
και ϐασίζεται στη λύση συστηµάτων εξισώσεων που µελετήσαµε στο προηγούµενο
κεφάλαιο. Χάριν ευκολίας, ϑα περιγράψουµε παρακάτω τον αλγόριθµο αυτό για
το CFA του Παραδείγµατος 12.

Θεωρούµε τα τρία CFA (όσα και το πλήθος των καταστάσεων του A) A0 =

(Q, A, q0, δ, F ), A1 = (Q, A, q1, δ, F ) και A2 = (Q, A, q2, δ, F ). Παρατηρείστε ότι τα
νέα αυτόµατα έχουν τα ίδια στοιχεία µε το αρχικό εκτός από την αρχική κατάσταση
και ότι A0 = A. Ονοµάζουµε τις γλώσσες τους X0 = L(A0), X1 = L(A1) και
X2 = L(A2). Φανερά η Ϲητούµενη γλώσσα του A είναι η X0. Ας υποθέσουµε τώρα
ότι η λέξη w ∈ A∗ αναγνωρίζεται από το αυτόµατο A0 δηλαδή δ∗(q0, w) = q2.
∆ιακρίνουµε 2 περιπτώσεις :

(α) Η w αρχίζει µε a συνεπώς w = au για κάποια λέξη u ∈ A∗ και δ∗(q0, w) =
δ∗(q0, au) = δ∗(δ∗(q0, a), u) = δ∗(q1, u) = q2. Η τελευταία ισότητα σηµαίνει
ότι η λέξη u αναγνωρίζεται από το CFA A1. Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι
µια λέξη u′ ∈ A∗ αναγνωρίζεται από το CFA A1. Τότε δ∗(q1, u′) = q2 οπότε
δ∗(q0, au′) = δ∗(δ∗(q0, a), u′) = δ∗(q1, u′) = q2 δηλαδή η au′ ∈ L(A0).

(ϐ) Η w αρχίζει µε b συνεπώς w = bv για κάποια λέξη v ∈ A∗ και δ∗(q0, w) =
δ∗(q0, bv) = δ∗(δ∗(q0, b), v) = δ∗(q2, v) = q2. Η τελευταία σχέση σηµαίνει
ότι η λέξη v αναγνωρίζεται από το CFA A2. Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι
µια λέξη v′ ∈ A∗ αναγνωρίζεται από το CFA A2. Τότε δ∗(q2, v′) = q2 οπότε
δ∗(q0, bv′) = δ∗(δ∗(q0, b), v′) = δ∗(q2, v′) = q2 δηλαδή η bv′ ∈ L(A0).

Τα παραπάνω σηµαίνουν πως X0 = aX1 ∪ bX2.
Θεωρούµε τώρα το CFA A1 και έστω µια λέξη w ∈ A∗ που αναγνωρίζεται από

αυτό, δηλαδή δ∗(q1, w) = q2. Πάλι διακρίνουµε 2 περιπτώσεις :

(α΄) Η w αρχίζει µε a συνεπώς w = au για κάποια λέξη u ∈ A∗ και δ∗(q1, w) =
δ∗(q1, au) = δ∗(δ∗(q1, a), u) = δ∗(q0, u) = q2. Η τελευταία ισότητα σηµαίνει
ότι η λέξη u αναγνωρίζεται από το αυτόµατοA0. Αντίστροφα, ας υποθέσουµε
ότι µια λέξη u′ ∈ A∗ αναγνωρίζεται από το CFA A0. Τότε δ∗(q0, u′) = q2

οπότε δ∗(q1, au′) = δ∗(δ∗(q1, a), u′) = δ∗(q0, u′) = q2 δηλαδή η au′ ∈ L(A1).

(ϐ΄) Η w αρχίζει µε b συνεπώς w = bv για κάποια λέξη v ∈ A∗ και δ∗(q1, w) =
δ∗(q1, bv) = δ∗(δ∗(q1, b), v) = δ∗(q1, v) = q2. Η τελευταία ισότητα σηµα-
ίνει ότι και η λέξη v αναγνωρίζεται από το αυτόµατο A1. Αντίστροφα, ας
υποθέσουµε ότι µια λέξη v′ ∈ A∗ αναγνωρίζεται από το CFA A1. Τότε
δ∗(q1, v′) = q1 οπότε δ∗(q1, bv′) = δ∗(δ∗(q1, b), v′) = δ∗(q1, v′) = q2 δηλαδή η
bv′ ∈ L(A1).
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Τα παραπάνω σηµαίνουν πως X1 = aX0 ∪ bX1.
Τέλος ϑα επαναλάβουµε τη διαδικασία για το CFA A2. Ας είναι λοιπόν w ∈ A∗

µια λέξη που αναγνωρίζεται από το CFA A2 δηλαδή δ∗(q2, w) = q2. ∆ιακρίνουµε
2 περιπτώσεις :

(α) Η w αρχίζει µε a συνεπώς w = au για κάποια λέξη u ∈ A∗ και δ∗(q2, w) =
δ∗(q2, au) = δ∗(δ∗(q2, a), u) = δ∗(q2, u) = q2. Η τελευταία ισότητα σηµαίνει
ότι και η λέξη u αναγνωρίζεται από το CFA A2. Αντίστροφα, ας υποθέσουµε
ότι µια λέξη u′ ∈ A∗ αναγνωρίζεται από το CFA A2. Τότε δ∗(q2, u′) = q2

οπότε δ∗(q2, au′) = δ∗(δ∗(q2, a), u′) = δ∗(q2, u′) = q2 δηλαδή η au′ ∈ L(A2).

(ϐ) Η w αρχίζει µε b συνεπώς w = bv για κάποια λέξη v ∈ A∗ και δ∗(q2, w) =
δ∗(q2, bv) = δ∗(δ∗(q2, b), v) = δ∗(q0, v) = q2. Η τελευταία ισότητα σηµαίνει
ότι η λέξη v αναγνωρίζεται από το CFA A0. Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι
µια λέξη v′ ∈ A∗ αναγνωρίζεται από το CFA A0. Τότε δ∗(q0, v′) = q2 οπότε
δ∗(q2, bv′) = δ∗(δ∗(q2, b), v′) = δ∗(q0, v′) = q2 δηλαδή η bv′ ∈ L(A2).

Θα πρέπει να παρατηρήσουµε εδώ πως δ∗(q2, ε) = q2 και συνεπώς και η κενή
λέξη αναγνωρίζεται από το CFA A2. Από το γεγονός αυτό και την προηγούµενη
ανάλυση συνάγουµε ότι X2 = aX2 ∪ bX0 ∪ ε.

Συνοψίζοντας έχουµε

X0 = aX1 ∪ bX2

X1 = aX0 ∪ bX1

X2 = aX2 ∪ bX0 ∪ ε.

Συνεπώς για να ϐρούµε την X0, δηλαδή τη συµπεριφορά του CFA A, δεν έχουµε
παρά να λύσουµε το παραπάνω σύστηµα. ΄Εχουµε X1 = b∗aX0 και X2 = a∗(bX0∪ε)
και αντικαθιστώντας στη πρώτη εξίσωση παίρνουµε

X0 = ab∗aX0 ∪ ba∗(bX0 ∪ ε)
= ab∗aX0 ∪ ba∗bX0 ∪ ba∗

= (ab∗a ∪ ba∗b)X0 ∪ ba∗

και συνεπώς
X0 = (ab∗a ∪ ba∗b)∗ba∗.

΄Αρα L(A) = (ab∗a ∪ ba∗b)∗ba∗.

Θα περιγράψουµε τώρα τον παραπάνω αλγόριθµο στην γενική περίπτωση. Ας
είναι λοιπόν A = (Q, A, q0, δ, F ) ένα CFA και έστω Q = {q0, q1, . . . , qn}. Θεωρούµε
τις γλώσσες (που απαρτίζονται από γράµµατα ή είναι το κενό σύνολο) Lij = {a ∈
A | δ(qi , a) = qj} για 0 ≤ i, j ≤ n και τις µεταβλητές Xi για 0 ≤ i ≤ n. 2

2Οι µεταβλητές Xi προκύπτουν από τη ϑεώρηση των CFA Ai = (Q, A, qi , δ, F ) µε Xi = L(Ai) για
κάθε 0 ≤ i ≤ n.
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Σχηµατίζουµε το σύστηµα γραµµικών εξισώσεων

X0 = L00X0 ∪ L01X1 ∪ . . . ∪ L0nXn ∪M0

X1 = L10X0 ∪ L11X1 ∪ . . . ∪ L1nXn ∪M1

. . .

Xn = Ln0X0 ∪ Ln1X1 ∪ . . . ∪ LnnXn ∪Mn

όπου Mi = ε αν qi ∈ F και Mi = ∅ αν qi < F , για κάθε 0 ≤ i ≤ n.
Λύνουµε το σύστηµα και αποκτούµε τη γλώσσα L(A) = X0 του CFA A.

Ασκήσεις

1) Να σχεδιάσετε το CFA A = ({q0, q1, q2}, {a, b}, q0, δ, {q0, q2}) µε

δ a b
q0 q1 q0

q1 q2 q1

q2 q2 q2

και να ϐρείτε τη γλώσσα του.

2) Να σχεδιάσετε το CFA A = ({q0, q1, q2, q3}, {a, b, c}, q0, δ, {q1, q3}) µε

δ a b c
q0 q2 q1 q0

q1 q2 q3 q1

q2 q2 q2 q2

q3 q1 q3 q0

και να ϐρείτε τη γλώσσα του. Τι παρατηρείτε σχετικά µε τη κατάσταση q2;

3) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d}. Να κατασκευάσετε CFA µε αλφάβητο
εισόδου το A που αναγνωρίζει ακριβώς όλες τις λέξεις που δεν περιέχουν
καµία εµφάνιση του γράµµατος c.

4) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d}. Να κατασκευάσετε CFA µε αλφάβητο
εισόδου το A που αναγνωρίζει ακριβώς όλες τις λέξεις που δεν περιέχουν
καµία εµφάνιση των γραµµάτων a και d.

5) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d}. Να κατασκευάσετε CFA µε αλφάβητο
εισόδου το A που αναγνωρίζει ακριβώς όλες τις λέξεις που περιέχουν µία
εµφάνιση του γράµµατος c.
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6) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d}. Να κατασκευάσετε CFA µε αλφάβητο
εισόδου το A που αναγνωρίζει ακριβώς όλες τις λέξεις που περιέχουν δύο
εµφανίσεις του γράµµατος c.

7) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d}. Να κατασκευάσετε CFA µε αλφάβητο
εισόδου το A που αναγνωρίζει ακριβώς όλες τις λέξεις που περιέχουν µία
εµφάνιση του γράµµατος a και µία εµφάνιση του γράµµατος c.

8) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d}. Να κατασκευάσετε CFA µε αλφάβητο
εισόδου το A που αναγνωρίζει ακριβώς όλες τις λέξεις που περιέχουν µία εµ-
ϕάνιση του γράµµατος a, µία εµφάνιση του γράµµατος b και µία εµφάνιση
του γράµµατος c.

9) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d}. Να κατασκευάσετε CFA µε αλφάβητο
εισόδου το A που αναγνωρίζει τη γλώσσα L = ∅.

10) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Να κατασκευάσετε CFA
του οποίου η γλώσσα είναι το σύνολο των άρτιων ϕυσικών αριθµών.

11) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Να κατασκευάσετε CFA
του οποίου η γλώσσα είναι το σύνολο των ϕυσικών αριθµών που είναι πολ-
λαπλάσια του 5.

12) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Να κατασκευάσετε CFA
του οποίου η γλώσσα είναι το σύνολο των ϕυσικών αριθµών που είναι πολ-
λαπλάσια του 3.

13) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {0, 1}. Να κατασκευάσετε CFA του οποίου η γλώσ-
σα ϑα είναι το σύνολο των άρτιων ϕυσικών αριθµών γραµµένων στο δυαδικό
σύστηµα αρίθµησης.



Κεφάλαιο 4

Αναγνωρίσιµες γλώσσες

Θεωρούµε ένα αλφάβητο A. Μια γλώσσα L ⊆ A∗ ϑα ονοµάζεται αναγνωρίσµη αν
υπάρχει CFA A = (Q, A, q0, δ, F ) του οποίου η γλώσσα να είναι η L, δηλαδή L =
L(A). Θα συµβολίζουµε µε Rec(A) τη κλάση όλων των αναγνωρίσιµων γλωσσών
από το αλφάβητο A.1 Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε καταρχήν ιδότητες
κλειστότητας της κλάσης Rec(A) µε τις boolean πράξεις, δηλαδή την τοµή, την
ένωση και το συµπλήρωµα. Συγκεκριµένα, ϑα δείξουµε ότι η κλάση Rec(A) είναι
κλειστή και µε τις τρεις αυτές πράξεις. Στη συνέχεια ϑα δώσουµε ένα κριτήριο
µη-αναγνωρισιµότητας.

Πρόταση 4 Αν L, M ∈ Rec(A), τότε L ∩M ∈ Rec(A).

Απόδειξη Ας είναι A = (Q, A, q0, δA, F ) και B = (P, A, p0, δB, S) δύο πλήρη αυ-
τόµατα που αναγνωρίζουν τις γλώσσες L και M αντίστοιχα, δηλαδή L = L(A) και
M = L(B). Θα κατασκευάσουµε CFA που αναγνωρίζει τη γλώσσα L ∩ M. Πριν
παρουσιάσουµε το νέο CFA, ϑα προσπαθήσουµε να εξηγήσουµε διαισθητικά πως
πρέπει αυτό να λειτουργεί ώστε να αναγνωρίζει ακριβώς την τοµή των δύο γλωσ-
σών. Ας είναι λοιπόν w = a1 . . . an ∈ L ∩ M µια λέξη που αναγνωρίζεται και από
τα δύο CFA. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν επιτυχείς διαδροµές

→ q0
a1
→ q1

a2
→ q2 . . . qn−1

an
→ qn ∈ F

και

→ p0
a1
→ p1

a2
→ p2 . . . qn−1

an
→ pn ∈ S

στο A και στο B, αντίστοιχα.
Εφόσον η λέξη w ϑα πρέπει να αναγνωρίζεται από το νέο CFA, ϑα πρέπει να
υπάρχει σε αυτό επιτυχής διαδροµή για την w. Αντίθετα αν η w δεν αναγνωριζόταν
είτε από το A είτε από το B (είτε και από τα δύο) τότε στο νέο CFA η διαδροµή
που ξεκινά από την αρχική κατάσταση µε την w δεν ϑα πρέπει να είναι επιτυχής,

1Ο συµβολισµός Rec προκύπτει από την λέξη recognizable = αναγνωρίσιµη.

40



ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗ Ι 41

δηλαδή η κατάσταση στην οποία ϑα τερµατίσει δεν ϑα πρέπει να είναι τελική. ΄Αρα
ϑα πρέπει η διαδροµή του νέου CFA που ξεκινά από την αρχική του κατάσταση
για κάθε λέξη, να είναι επιτυχής αν και µόνο αν οι αντίστοιχες διαδροµές στα CFA
A και B είναι και οι δύο επιτυχείς. Με άλλα λόγια ϑα πρέπει για κάθε λέξη, η
διαδροµή που ξεκινά από την αρχική κατάσταση στο νέο CFA για την λέξη αυτή,
να προσοµοιάζει και τις δύο διαδροµές των CFA A και B, για την ίδια λέξη, που
ξεκινούν αντίστοιχα από τις αρχικές τους καταστάσεις. Για να το πετύχουµε αυτό,
είναι επιθυµητό να έχουµε µια διαδροµή στο νέο αυτόµατο η οποία να ‘‘υλοποιεί’’
ταυτόχρονα τις διαδροµές και των δύο CFA, για παράδειγµα

→ (q0, p0)
a1
→ (q1, p1)

a2
→ (q2, p2) . . . (qn−1, pn−1)

an
→ (qn, pn).

Αυτό µας οδηγεί στο να ϑεωρήσουµε στο νέο CFA ως σύνολο καταστάσεων το
καρτεσιανό γινόµενο των συνόλων των καταστάσεων των δύο αυτοµάτων. Ας συνε-
χίσουµε τώρα την απόδειξή µας µε αυστηρά µαθηµατικό τρόπο.

Θεωρούµε το CFA C = (Q × P, A, (q0, p0), δC, F × S) του οποίου η λειτουργία
δC : (Q × P) × A → (Q × P) δίνεται από τη σχέση

δC((q, p), a) = (δA(q, a), δB(p, a))

για κάθε (q, p) ∈ Q × P, a ∈ A.
Καταρχήν ϑα δείξουµε ότι

δ∗C((q, p), w) = (δ∗A(q, w), δ∗B(p, w))

για κάθε (q, p) ∈ Q × P, w ∈ A∗. Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στο µήκος
της λέξης w. Πράγµατι αν |w| = 0, τότε w = ε οπότε δ∗

C
((q, p), ε) = (q, p) =

(δ∗
A

(q, ε), δ∗
B

(p, ε)). Υποθέτουµε ότι η πρόταση ισχύει για όλες τις λέξεις µε µήκος
≤ k και έστω w ∈ A∗ µε µήκος |w| = k + 1. Τότε w = ua µε u ∈ A∗, a ∈ A και
|u| = k. ΄Εχουµε

δ∗C((q, p), w) = δ∗C((q, p), ua)
= δC(δ∗C((q, p), u), a)
= δC((δ∗A(q, u), δ∗B(p, u)), a) από την υπόθεση της επαγωγής
= (δA(δ∗A(q, u), a), δB(δ∗B(p, u), a)) από τον ορισµό της δC
= (δ∗A(q, ua), δ∗B(p, ua))
= (δ∗A(q, w), δ∗B(p, w)).

Ας είναι τώρα w ∈ A∗. ΄Εχουµε

w ∈ L(C) ⇐⇒ δ∗C((q0, p0), w) ∈ F × S

⇐⇒ (δ∗A(q0, w), δ∗B(p0, w)) ∈ F × S

⇐⇒ δ∗A(q0, w) ∈ F και δ∗B(p0, w) ∈ S

⇐⇒ w ∈ L(A) = L και w ∈ L(B) = M

⇐⇒ w ∈ L ∩M

δηλαδή L(C) = L ∩M, και συνεπώς η γλώσσα L ∩M είναι αναγνωρίσιµη. □
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Πρόταση 5 Αν L ∈ Rec(A), τότε L ∈ Rec(A), όπου L = A∗ \ L το συµπλήρωµα της
L.

Απόδειξη Ας είναι A = (Q, A, q0, δ, F ) CFA2 τέτοιο ώστε L(A) = L. Θεωρούµε
το CFA A = (Q, A, q0, δ, Q \ F ). Θα δείξουµε ότι L = L(A). Πράγµατι, για κάθε
w ∈ A∗ έχουµε

w ∈ L(A) ⇐⇒ δ∗(q0, w) ∈ Q \ F

⇐⇒ δ∗(q0, w) < F

⇐⇒ w < L(A)
⇐⇒ w < L

⇐⇒ w ∈ L

δηλαδή L(A) = L, που σηµαίνει ότι η L είναι αναγνωρίσιµη γλώσσα. □

Πρόταση 6 Αν L, M ∈ Rec(A), τότε L ∪M ∈ Rec(A).

Απόδειξη Καθώς

L ∪M = L ∩M

η απόδειξη προκύπτει από τις Προτάσεις 4 και 5. □

Η απόδειξη της Πρότασης 6 έγινε µε αλγεβρικό τρόπο χρησιµοποιώντας τα
αποτελέσµατα των Προτάσεων 4 και 5 και τον κανόνα De Morgan. Καθώς όµως τα
τα προβλήµατα που µελετάµε στη Θεωρητική Πληροφορική είναι άµεσα συνδεδε-
µένα µε τις πρακτικές εφαρµογές, είναι σηµαντικό οι αποδείξεις να συνοδεύονται
από τους κατάλληλους αλγόριθµους κατασκευής των µοντέλων που εµπλέκονται
σε αυτές (όπου αυτό είναι εφικτό). Εν προκειµένω οι αποδείξεις των Προτάσεων
4 και 5 µας εφοδιάζουν µε τον αλγόριθµο κατασκευής του CFA που αναγνωρίζει
τη γλώσσα L ∪ M της Πρότασης 6. Πράγµατι, ας είναι A = (Q, A, q0, δA, F ) και
B = (P, A, p0, δB, S) δύο CFA που αναγνωρίζουν τις γλώσσες L και M αντίστοιχα,
δηλαδή L = L(A) και M = L(B). Από τη Πρόταση 5 έχουµε ότι L = L(A) και
M = L(B) όπου A = (Q, A, q0, δA, Q \ F ) και B = (P, A, p0, δB, P \ S). Από τη
Πρόταση 4, το CFA C = (Q × P, A, (q0, p0), δC, (Q \ F ) × (P \ S)) µε

δC((q, p), a) = (δA(q, a), δB(p, a))

για κάθε (q, p) ∈ Q × P, a ∈ A, αναγνωρίζει τη γλώσσα L ∩M. Τέλος µε εφαρµογή
της Πρότασης 5, το CFA C = (Q × P, A, (q0, p0), δC, (F × P) ∪ (Q × S)) αναγνωρίζει
την L ∪M (παρατηρείστε ότι (F × P) ∪ (Q × S) = (Q × P) \ ((Q \ F ) × (P \ S))).

2 ΄Οπως ϑα δούµε παρακάτω (καθώς ϑα ορίσουµε και µη-πλήρη αυτόµατα) το γεγονός ότι το
πεπερασµένο αυτόµατο είναι πλήρες είναι καθοριστικής σηµασίας στην απόδειξη αυτή.
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Παράδειγµα 13 ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b}. Θα δείξουµε ότι η γλώσσα L =
{ambm | m ≥ 0} δεν είναι αναγνωρίσιµη.

Ας υποθέσουµε αντίθετα ότι η L ∈ Rec(A) και έστω A = (Q, A, q0, δ, F ) ένα CFA
που την αναγνωρίζει. Θεωρούµε την ακολουθία καταστάσεων

δ∗(q0, a0), δ∗(q0, a1), δ∗(q0, a2), . . . .

Καθώς το Q είναι πεπερασµένο υπάρχουν δείκτες 0 ≤ i < j έτσι ώστε

δ∗(q0, a i) = δ∗(q0, a j).

Φανερά a ibj < L(A) και συνεπώς δ∗(q0, a ibj) < F. ΄Οµως

δ∗(q0, a ibj) = δ∗(δ∗(q0, a i), bj) = δ∗(δ∗(q0, a j), bj) = δ(q0, a jbj) ∈ F,

άτοπο, και συνεπώς η L δεν είναι αναγνωρίσιµη.

Παράδειγµα 14 ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d, e, f, g}. Θα δείξουµε ότι η
γλώσσα L = {fedbmgbaf md | m ≥ 0} δεν είναι αναγνωρίσιµη.

Ας υποθέσουµε αντίθετα ότι η L ∈ Rec(A) και έστω A = (Q, A, q0, δ, F ) ένα CFA
που την αναγνωρίζει. Θεωρούµε την ακολουθία καταστάσεων

δ∗(q0, fedb0), δ∗(q0, fedb1), δ∗(q0, fedb2), . . . .

Καθώς το Q είναι πεπερασµένο υπάρχουν δείκτες 0 ≤ i < j έτσι ώστε

δ∗(q0, fedbi) = δ∗(q0, fedbj).

Φανερά fedbigbaf jd < L(A) και συνεπώς δ∗(q0, fedbigbaf jd) < F. ΄Οµως

δ∗(q0, fedbigbaf jd) = δ∗(δ∗(q0, fedbi), gbaf jd)
= δ∗(δ∗(q0, fedbj), gbaf jd)
= δ∗(q0, fedbjgbaf jd) ∈ F.

άτοπο, και συνεπώς η L δεν είναι αναγνωρίσιµη.

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ένα κριτήριο µη-αναγνωρισιµότητας, δηλαδή
ένα αποτέλεσµα που ϑα µας επιτρέπει να αποφασίζουµε ότι µια γλώσσα δεν είναι
αναγνωρίσιµη. Το αποτέλεσµα αυτό είναι γνωστό διεθνώς ως Pumping Lemma.

Πρόταση 7 Για κάθε αναγνωρίσιµη γλώσσα L ∈ A∗ υπάρχει ϕυσικός αριθµός
n > 0 τέτοιος ώστε αν w ∈ L µε |w| > n, τότε η w γράφεται w = xyz µε y , ε και
xykz ∈ L για κάθε k ≥ 0.
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Απόδειξη Η γλώσσα L είναι αναγνωρίσιµη, συνεπώς υπάρχει αυτόµατο A =
(Q, A, q0, δ, F ) έτσι ώστε L = L(A). Θέτουµε n = card(Q) και έστω λέξη w =
a1 . . . am ∈ L µε |w| = m > n. Τότε στο A υπάρχει επιτυχής διαδροµή

→ q0
a1
→ q1

a2
→ q2 . . . qm−1

am
→ qm ∈ F.

Καθώς m > n ϑα υπάρχουν στην παραπάνω διαδροµή δύο (τουλάχιστο) δείκτες
0 ≤ i < j ≤ m έτσι ώστε qi = qj, δηλαδή

→ q0
a1
→ q1 . . . qi−1

ai
→ qi

ai+1
→ qi+1 . . . qj−1

aj

→ qi

aj+1
→ qj+1 . . . qm−1

am
→ qm ∈ F.

Θέτουµε
x = a1 . . . ai , y = ai+1 . . . aj, z = aj+1 . . . am.

Προφανώς w = xyz, και καθώς i < j ισχύει y , ε. Πρόσθετα το γεγονός qi = qj

σηµαίνει πως στην κατάσταση qi το CFA σχηµατίζει ένα loop µε τη λέξη y. ΄Ετσι
για k = 0, 1, 2, 3, . . . υπάρχουν επιτυχείς διαδροµές

→ q0
x
⇝ qi = qj

z
⇝ qm ∈ F

→ q0
x
⇝ qi

y
⇝ qi

z
⇝ qm ∈ F

→ q0
x
⇝ qi

y
⇝ qi

y
⇝ qi

z
⇝ qm ∈ F

→ q0
x
⇝ qi

y
⇝ qi

y
⇝ qi

y
⇝ qi

z
⇝ qm ∈ F

. . .

αντίστοιχα. Είναι λοιπόν προφανές ότι για κάθε k ≥ 0 η λέξη xykz ∈ L, και η
απόδειξη τελείωσε. □

Το παραπάνω αποτέλεσµα το χρησιµοποιούµε για να δείξουµε ότι µια γλώσσα
δεν είναι αναγνωρίσιµη. Ας ξαναδούµε λοιπόν τη γλώσσα του Παραδείγµατος 13.

Υποθέτουµε ότι η L = {ambm | m ≥ 0} ∈ Rec(A) και έστω n ο ϕυσικός που
προκύπτει για την L από τη Πρόταση 7. Θεωρούµε τη λέξη w = anbn. Καθώς
|w| = 2n ϑα έχουµε w = xyz όπου y , ε και xykz ∈ L για κάθε k ≥ 0. Για την y
διακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις.

i) Η y περιέχει µόνο γράµµατα a, συνεπώς όλα τα γράµµατα b της w ϐρίσκο-
νται στη λέξη z. Τότε όµως η xy2z ∈ L περιέχει n γράµµατα b και περισ-
σότερα από n γράµµατα a, άτοπο.

ii) Η y περιέχει µόνο γράµµατα b, συνεπώς όλα τα γράµµατα a της w ϐρίσκο-
νται στη λέξη x. Τότε όµως η xy2z ∈ L περιέχει n γράµµατα a και περισ-
σότερα από n γράµµατα b, άτοπο.

iii) Η y περιέχει γράµµατα a και b, έστω y = aµbν. Από την Πρόταση 7, η
xy2z ∈ L, και xy2z = xaµbνaµbνz, άτοπο.
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΄Αρα σε κάθε περίπτωση καταλήξαµε σε άτοπο, συνεπώς η L δεν είναι αναγνωρίσι-
µη.

Παράδειγµα 15 ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a}. Θα δείξουµε ότι η γλώσσα

L = {ap | p πρώτος αριθµός}

δεν είναι αναγνωρίσιµη.
Ας υποθέσουµε αντίθετα ότι L ∈ Rec({a}) και έστω n ο ϕυσικός που προκύπτει για

την L από τη Πρόταση 7. Θεωρούµε τη λέξη w = ap όπου p πρώτος µε p > n. Τότε
η w = xyz µε y , ε και xykz ∈ L για κάθε k ≥ 0. ΄Εστω x = aµ, y = aν µε ν , 0
και z = aξ . ΄Ετσι για κάθε k ≥ 0 ϑα έχουµε aµakνaξ ∈ L δηλαδή για κάθε k ≥ 0
ο αριθµός µ + kν + ξ είναι πρώτος. Αυτό σηµαίνει πως ο αριθµός µ + ξ (για k = 0)
είναι πρώτος. Θέτουµε k = µ + ξ οπότε ο αριθµός µ + (µ + ξ )ν + ξ = (ν + 1)(µ + ξ )
είναι πρώτος, που ϕυσικά είναι άτοπο. Συνεπώς η L < Rec({a}).

Ασκήσεις

1) Για οποιοδήποτε αλφάβητο A, να αποδείξετε ότι η γλώσσα A∗ είναι αναγνω-
ϱίσιµη.

2) ∆ίνονται τα CFA A = ({q0, q1, q2}, {a, b}, q0, δA, {q2}) µε

δA a b
q0 q1 q2

q1 q0 q1

q2 q2 q0

και B = ({p0, p1, p2}, {a, b}, p0, δB, {p0, p2}) µε

δB a b
p0 p1 p0

p1 p2 p1

p2 p2 p2

Να ϐρείτε και να σχεδιάσετε το CFA που αναγνωρίζει α) τη τοµή των γλωσσών
των δύο CFA, ϐ) την ένωση των γλωσσών των δύο CFA, γ) το συµπλήρωµα
της γλώσσας του CFA A και δ) το συµπλήρωµα της γλώσσας του CFA B.

3) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b}. Να αποδείξετε ότι οι γλώσσες

L1 = {a
nbm | n ≥ m ≥ 0} και L2 = {a

nbm | m ≥ n ≥ 0}

δεν είναι αναγνωρίσιµες.
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4) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d, e, f, g}. Να αποδείξετε ότι οι γλώσσες

i) L1 = {abcnagebdnf | n ≥ 0},

ii) L2 = {d3f 2a4bgnad3ebangd2 | n ≥ 0},

iii) L3 = {d3a4bgnad3ebangd2dnab | n ≥ 0},

iv) L3 = {a10d2f 4b2f nad3ebangfd2dnabnd | n ≥ 0},

δεν είναι αναγνωρίσιµες.

5) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d}. Να εξετάσετε αν η γλώσσα

L = {b3anm
c2b3dnm

| n ≥ 0, m > 0}

είναι αναγνωρίσιµη ή όχι.

6) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b}. Για κάθε λέξη w ∈ A∗ συµβολίζουµε µε
|w|a (αντίστοιχα |w|b) το πλήθος των εµφανίσεων του a (αντίστοιχα του b) στη
λέξη w. Να αποδείξετε ότι οι γλώσσες

L1 = {w ∈ A∗ | |w|a = |w|b},

L2 = {w ∈ A∗ | |w|a = 3|w|b}

δεν είναι αναγνωρίσιµες.

7) Να αποδείξετε, χρησιµοποιώντας την Πρόταση 7, ότι η γλώσσα του Παραδε-
ίγµατος 14 δεν είναι αναγνωρίσιµη.

8) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a}. Να αποδείξετε ότι η γλώσσα L = {a2n
| n ≥ 0}

δεν είναι αναγνωρίσιµη.

9) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a}. Να αποδείξετε ότι η γλώσσα L = {an2
| n ≥ 0}

δεν είναι αναγνωρίσιµη.

10) ∆ίνεται αλφάβητο A και γλώσσα L ∈ Rec(A). Να δείξετε ότι υπάρχει ϕυσικός
αριθµός n > 0 τέτοιος ώστε, αν |w| > n για κάποια λέξη w ∈ L, τότε η L
είναι άπειρη γλώσσα.

11) ∆ίνεται αλφάβητο A και γλώσσα L ∈ Rec(A). Να δείξετε ότι υπάρχει ϕυσικός
αριθµός n > 0 τέτοιος ώστε, αν w ∈ L µε |w| > n, τότε η w γράφεται w = xyz
µε |xy| ≤ n, y , ε και xykz ∈ L για κάθε k ≥ 0.
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12) ∆ίνεται αλφάβητο A και γλώσσα L ∈ Rec(A). Αν η L είναι άπειρη, να δείξετε
ότι υπάρχουν λέξεις x, y, z ∈ A∗ τέτοιες ώστε y , ε και xykz ∈ L για κάθε
k ≥ 0.

13) Για οποιοδήποτε αλφάβητο A, να αποδείξετε ότι κάθε πεπερασµένη γλώσσα
L ⊆ A∗ είναι αναγνωρίσιµη.

14) Να ϐρείτε το λάθος στον παρακάτω συλλογισµό: ‘‘Για κάθε n ≥ 0 η γλώσσα
{anbn} είναι, σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 13, αναγνωρίσιµη. Συνεπώς, από τη
Πρόταση 6, η γλώσσα {anbn | n ≥ 0} είναι αναγνωρίσιµη.’’

15) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b}. Να αποδείξετε ότι η γλώσσα

L = {w2 | w ∈ A∗}

δεν είναι αναγνωρίσιµη.

16) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b}. Να αποδείξετε ότι η γλώσσα

L = {w3 | w ∈ A∗}

δεν είναι αναγνωρίσιµη.

17) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b}. Να αποδείξετε ότι η γλώσσα

L = {w ∈ A∗ | w = wρ}

δεν είναι αναγνωρίσιµη.

18) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a}. Να αποδείξετε ότι η γλώσσα

L = {ap+1 | p πρώτος αριθµός }

δεν είναι αναγνωρίσιµη.

19) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a} και ϑετικός ακέραιος m. Να αποδείξετε ότι η
γλώσσα

L = {ap+m | p πρώτος αριθµός }

δεν είναι αναγνωρίσιµη.
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20) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b}. Να αποδείξετε ότι η γλώσσα

L = {apb | p πρώτος αριθµός }

δεν είναι αναγνωρίσιµη.

21) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c}. Να αποδείξετε ότι η γλώσσα

L = {bapc | p πρώτος αριθµός }

δεν είναι αναγνωρίσιµη.

22) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c}. Να αποδείξετε ότι η γλώσσα

L = {b2apc3 | p πρώτος αριθµός }

δεν είναι αναγνωρίσιµη.



Κεφάλαιο 5

Deterministic και
non-deterministic πεπερασµένα
αυτόµατα

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε δύο νέους τύπους αυτοµάτων, τα determini-
stic και τα non-deterministic πεπερασµένα αυτόµατα. Θα δείξουµε ότι αν και
ϕαινοµενικά πιο ισχυρά µοντέλα από τα CFA, αναγνωρίζουν ακριβώς την κλάση
των αναγνωρίσιµων γλωσσών. Με τη ϐοήθεια των µοντέλων αυτών ϑα αποδείξουµε
ότι η κλάση των αναγνωρίσιµων γλωσσών είναι κλειστή µε την πράξη της παράθε-
σης και της ϑήκης.
Ξεκινούµε µε τα deterministic πεπερασµένα αυτόµατα.

Ορισµός 5 ΄Ενα deterministic πεπερασµένο αυτόµατο (deterministic finite auto-
maton, σύντοµα DFA1) είναι µια πεντάδα της µορφής A = (Q, A, q0, δ, F ) όπου

- Q είναι το πεπερασµένο σύνολο των καταστάσεων,

- A είναι το αλφάβητο εισόδου,

- q0 ∈ Q είναι η αρχική κατάσταση,

- δ : Q × A → Q είναι µια µερική απεικόνιση που περιγράφει τη λειτουργία το
αυτοµάτου, και

- F ⊆ Q είναι το σύνολο των τελικών καταστάσεων.

Το γεγονός ότι η δ είναι µερική απεικόνιση σηµαίνει ότι µπορεί να υπάρχουν
Ϲεύγη (q, a) ∈ Q × A για τα οποία η δ(q, a) να µην ορίζεται. Στην περίπτωση
αυτή γράφουµε δ(q, a) = ∅. Αυτό, για την λειτουργία του DFA, σηµαίνει πως αν
ϐρίσκεται στην κατάσταση q ∈ Q και διαβάζει το γράµµα a ∈ A, τότε η λειτουργία

1Ο όρος ϑα χρησιµοποιείται για τον ενικό και πληθυντικό αριθµό.
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του σταµατάει στην κατάσταση q.

Η δ : Q × A → Q επεκτείνεται επαγωγικά (στο µήκος των λέξεων) όπως στην
περίπτωση του CFA. Μια λέξη w ∈ A∗ αναγνωρίζεται από το A αν δ∗(q0, w) ∈ F .
Η γλώσσα (ή συµπεριφορά) τουA που συµβολίζεται µε L(A) (ή |A|) ορίζεται όπως
στα CFA, δηλαδή

L(A) = {w ∈ A∗ | δ∗(q0, w) ∈ F }.

Για να ϐρούµε τη γλώσσα ενός DFA κατασκευάζουµε και λύνουµε, όπως και
στη περίπτωση του CFA, το γραµµικό σύστηµα εξισώσεων που προκύπτει από το
DFA.

∆ύο πεπερασµένα αυτόµαταA και B ονοµάζονται ισοδύναµα, αν L(A) = L(B).
Καθώς κάθε απεικόνιση είναι µια ειδική περίπτωση µερικής απεικόνισης, ε-

ίναι ϕανερό ότι κάθε CFA µπορεί να ϑεωρηθεί σαν DFA. Αυτό σηµαίνει ότι οι
αναγνωρίσιµες γλώσσες αναγνωρίζονται και από τα DFA. Στη συνέχεια ϑα δείξου-
µε ότι από κάθε DFA µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα ισοδύναµο CFA.

Πρόταση 8 Για κάθε DFA A µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα ισοδύναµο CFA
A′.

Απόδειξη Ας είναι A = (Q, A, q0, δ, F ) ένα DFA. Θεωρούµε το CFA A′ = (Q ∪
{q}, A, q0, δ′, F ) όπου q είναι µια νέα κατάσταση που δεν ανήκει στο Q. Η απει-
κόνιση δ′ ορίζεται για κάθε q ∈ Q ∪ {q}, a ∈ A ως εξής :

δ′(q, a) =


δ(q, a) αν q ∈ Q και δ(q, a) , ∅
q αν q ∈ Q και δ(q, a) = ∅
q αν q = q.

Ας είναι w = a1a2 . . . an ∈ L(A). Τότε υπάρχει επιτυχής διαδροµή

→ q0
a1
→ q1

a2
→ q2 . . . qn−1

an
→ qn ∈ F (1)

του A στη w, δηλαδή δ∗(q0, w) ∈ F . Αυτό σηµαίνει ότι η q δεν εµφανίζεται στην
(1). Συνεπώς η (1) είναι επιτυχής διαδροµή και στο CFA A′, οπότε η w ∈ L(A′).
΄Αρα L(A) ⊆ L(A′). Αντίτροφα, αν η w ∈ L(A′), τότε υπάρχει επιτυχής διαδροµή

→ q0
a1
→ q′1

a2
→ q′2 . . . q′n−1

an
→ q′n ∈ F (2)

του A′ στην w. Από την κατασκευή του A′, η επιτυχής διαδροµή (2) δεν µπορεί
να περιέχει την κατάσταση q, γιατί αν την περιείχε τότε ϑα ήταν q′n = q < F οπότε
η διαδροµή (2) δεν ϑα ήταν επιτυχής. Φανερά λοιπόν η (2) είναι και επιτυχής
διαδροµή του DFA A. Συνεπώς w ∈ L(A) οπότε L(A′) ⊆ L(A). ΄Αρα L(A′) =
L(A), και τα αυτόµατα A και A′ είναι ισοδύναµα. □
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Παράδειγµα 16 ∆ίνεται το DFA A = ({q0, q1, q2}, A, q0, δ, {q2}) µε

δ a b
q0 q1 ∅

q1 q2 q1

q2 ∅ q2.

q0 q1 q2
a a

b b

Σύµφωνα µε τη Πρόταση 8, το DFA A′ = ({q0, q1, q2, q}, A, q0, δ′, {q2}) µε

δ′ a b
q0 q1 q
q1 q2 q1

q2 q q2

q q q

q0 q1 q2

q

a

b

a

b b

a

a,b

αναγνωρίζει την ίδια γλώσσα µε το A.

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε τα NFA.

Ορισµός 6 ΄Ενα non-deterministic πεπερασµένο αυτόµατο, (non-deterministic fi-
nite automaton σύντοµα NFA2) είναι µια πεντάδα της µορφής A = (Q, A, I, δ, F )
όπου

- Q είναι το πεπερασµένο σύνολο των καταστάσεων,

2Ο όρος ϑα χρησιµοποιείται για τον ενικό και πληθυντικό αριθµό.
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- A είναι το αλφάβητο εισόδου,

- I ⊆ Q είναι το σύνολο των αρχικών καταστάσεων,

- δ : Q × A → P(Q) είναι η απεικόνιση που περιγράφει τη λειτουργία το αυτο-
µάτου, και

- F ⊆ Q είναι το σύνολο των τελικών καταστάσεων.

Ο ορισµός της απεικόνισης δ σηµαίνει πως αν το NFA είναι στην κατάσταση
q ∈ Q και διαβάζει το γράµµα a ∈ A τότε έχει τη δυνατότητα να µεταβεί σε
οποιαδήποτε από τις καταστάσεις του συνόλου δ(q, a) αλλά όχι σε όλες µαζί. Θα
πρέπει εδώ να σηµειώσουµε ότι µπορεί δ(q, a) = ∅. Στην περίπτωση αυτή, αν
δηλαδή το NFA είναι στην κατάσταση q ∈ Q και διαβάζει το γράµµα a ∈ A, τότε η
λειτουργία του σταµατάει στην κατάσταση q.

Η δ επεκτείνεται σε µία απεικόνιση δ∗ : Q×A∗ → P(Q), επαγωγικά στο µήκος
των λέξεων, ως εξής :

- δ∗(q, ε) = {q},

- δ∗(q, wa) =
⋃

q′∈δ∗(q,w)
δ(q′, a)

για κάθε q ∈ Q, w ∈ A∗, a ∈ A.
Η λέξη w ∈ A∗ αναγνωρίζεται από το NFA A αν υπάρχει αρχική κατάσταση

q0 ∈ I έτσι ώστε δ∗(q0, w)∩ F , ∅. Η γλώσσα όλων των λέξεων που αναγνωρίζονται
από το A ονοµάζεται γλώσσα (ή συµπεριφορά) του A και συµβολίζεται µε L(A)
(ή µε |A|), δηλαδή

L(A) = {w ∈ A∗ | υπάρχει q0 ∈ I έτσι ώστε δ∗(q0, w) ∩ F , ∅}.

Για να ϐρούµε τη γλώσσα ενός NFA κατασκευάζουµε και λύνουµε, όπως και
στη περίπτωση του CFA, το γραµµικό σύστηµα εξισώσεων που προκύπτει από την
απεικόνιση δ. Η γλώσσα του NFA προκύπτει από την ένωση των συνιστωσών της
λύσης του συστήµατος που αντιστοιχούν στις αρχικές καταστάσεις του NFA.

Παράδειγµα 17 Θεωρούµε το NFA A = ({q0, q1, q2}, {a, b, c},
{q0, q1}, δ, {q1, q2}) µε

δ a b c
q0 {q0, q1} {q2} ∅

q1 {q1} ∅ {q1, q2}

q2 {q1} ∅ {q2}.

Το σύστηµα των εξισώσεων που προκύπτει από το αυτόµατο είναι

X0 = aX0 ∪ aX1 ∪ bX2

X1 = (a ∪ c)X1 ∪ cX2 ∪ ε

X2 = aX1 ∪ cX2 ∪ ε.
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Λύνουµε το σύστηµα (η λύση αφήνεται σαν άσκηση στον αναγνώστη) και η Ϲητούµενη
γλώσσα του NFA είναι η L(A) = X0 ∪ X1.

Το γράφηµα του NFA είναι

q0

q1 q2

a

a b

a,c

c

a
c

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι τα NFA δεν είναι στην πραγµατικότητα πιο ισχυ-
ϱά µοντέλα από τα CFA. Καταρχήν, να παρατηρήσουµε ότι κάθε CFA είναι µια
ειδική περίπτωση ενός NFA µε µία αρχική κατάσταση, και την απεικόνιση δ να
προσαρτά σε κάθε Ϲεύγος κατάστασης και γράµµατος µία µοναδική κατάσταση.
Ισχύει το επόµενο σηµαντικό αποτέλεσµα.

Πρόταση 9 Για κάθε NFA A µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα ισοδύναµο CFA
A′.

Απόδειξη Ας είναιA = (Q, A, I, δ, F ) ένα NFA. Θεωρούµε το CFAA′ = (P(Q), A, I, δ′,
F ′) όπου η δ′ ορίζεται από τη σχέση

δ′(P, a) =
⋃
q∈P

δ(q, a)

για κάθε P ∈ P(Q), a ∈ A, και οι τελικές καταστάσεις είναι

F ′ = {P ∈ P(Q) | P ∩ F , ∅}.

Αρχικά ϑα δείξουµε ότι
δ′∗(P, w) =

⋃
q∈P

δ∗(q, w)

για κάθε P ∈ P(Q), w ∈ A∗.
Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στο µήκος της λέξης w. Πράγµατι, για |w| = 0
έχουµε w = ε οπότε δ′∗(P, ε) = P και

⋃
q∈P

δ∗(q, ε) =
⋃
q∈P
{q} = P. Υποθέτουµε ότι
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η πρόταση ισχύει για όλες τις λέξεις µε µήκος ≤ k και έστω w ∈ A∗ µε µήκος
|w| = k + 1. Τότε w = ua µε u ∈ A∗, a ∈ A και |u| = k. ΄Εχουµε

δ′∗(P, w) = δ′∗(P, ua)
= δ′(δ′∗(P, u), a)

= δ′
⋃

q∈P

δ∗(q, u), a

 από την υπόθεση της επαγωγής

=
⋃

q′∈
⋃
q∈P

δ∗(q,u)

δ(q′, a) από τον ορισµό της δ′

=
⋃
q∈P

⋃
q′∈δ∗(q,u)

δ(q′, a)

=
⋃
q∈P

δ∗(q, ua) από τον ορισµό της δ∗

=
⋃
q∈P

δ∗(q, w)

όπως το ϑέλαµε.

Για κάθε λέξη w ∈ A∗ έχουµε

w ∈ L(A′) ⇐⇒ δ′∗(I, w) ∈ F ′

⇐⇒
⋃
q∈I

δ∗(q, w) ∈ F ′

⇐⇒
⋃
q∈I

δ∗(q, w) ∩ F , ∅

⇐⇒ υπάρχει q0 ∈ I τέτοιο ώστε δ∗(q0, w) ∩ F , ∅

⇐⇒ w ∈ L(A)

δηλαδή L(A′) = L(A), και συνεπώς το CFA A′ είναι ισοδύναµο µε το NFA A. □

Παράδειγµα 18 Θα κατασκευάσουµε το CFA A′ που είναι ισοδύναµο µε το NFA
A του Παραδείγµατος 17.

Σύµφωνα µε τη παραπάνω πρόταση, έχουµεA′ = (P({q0, q1, q2}), {a, b, c}, {q0, q1},
δ′, F ′) όπου P({q0, q1, q2}) = {∅, {q0}, {q1}, {q2}, {q0, q1}, {q0, q2}, {q1, q2}, Q} και F ′ =
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{{q1}, {q2}, {q1, q2}, {q0, q1}, {q0, q2}, Q} ενώ η δ′ δίνεται από τον πίνακα

δ a b c
∅ ∅ ∅ ∅

{q0} {q0, q1} {q2} ∅

{q1} {q1} ∅ {q1, q2}

{q2} {q1} ∅ {q2}

{q0, q1} {q0, q1} {q2} {q1, q2}

{q0, q2} {q0, q1} {q2} {q2}

{q1, q2} {q1} ∅ {q1, q2}

{q0, q1, q2} {q0, q1} {q2} {q1, q2}.

Το γράφηµα του CFA A′ είναι

∅

{q2}

{q0}

{q1}{q0, q2}

{q0, q1}

{q0, q1, q2}

{q1, q2}

a,b,c

a

b
c

a

b

c

a

b

ca

b,c

a

b

c

a

b

c

a

b

c

Είναι ϕανερό ότι τα NFA δεν αποτελούν ένα ‘‘καλό’’ µοντέλο για την υλοποίη-
ση αλγορίθµων, καθώς το κάθε ϐήµα ενός αλγορίθµου πρέπει να είναι απολύτως
προσδιορισµένο. Εντούτοις, το αποτέλεσµα της Πρότασης 9 µας επιτρέπει να
χρησιµοποιούµε NFA για την αναγνώριση γλωσσών. Τα NFA είναι ‘‘χαµηλότερης
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πολυπλοκότητας’’ από τα αντίστοιχα πλήρη. Πράγµατι, από τη Πρόταση 9, είναι
ϕανερό ότι αν για την αναγνώριση µιας γλώσσας απαιτείται ένα NFA µε n κατα-
στάσεις, τότε το αντίστοιχο ισοδύναµο CFA ϑα έχει 2n καταστάσεις. Για να γίνει
αυτό καλύτερα αντιληπτό, καλούµε τον αναγνώστη να κατασκευάσει ένα NFA που
αναγνωρίζει όλες τις λέξεις, από το αλφάβητο A = {a, b, c, d}, που περιέχουν την υ-
πολέξη da2c3 ή την υπολέξη c3d. Στη συνέχεια να προσπαθήσει να κατασκευάσει
ένα CFA που αναγνωρίζει τη ίδια γλώσσα.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι η κλάση των αναγνωρίσιµων γλωσσών είναι κλει-
στή µε την πράξη της παράθεσης και της ϑήκης. Για το σκοπό αυτό ϑα χρεια-
στούµε την έννοια του κανονικοποιηµένου αυτοµάτου. Συγκεκριµένα, ένα NFA
A = (Q, A, I, δ, F ) ϑα ονοµάζεται κανονικοποιηµένο αν I = {qin}, F = {qt}, qin , qt

και ισχύουν οι συνθήκες

- qin < δ(q, a), για κάθε q ∈ Q, a ∈ A,

- δ(qt , a) = ∅, για κάθε a ∈ A.

Στη περίπτωση αυτή γράφουµε A = (Q, A, qin, δ, qt).

Πρόταση 10 Για κάθε NFA A µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα κανονικοποιη-
µένο NFA A τέτοιο ώστε L(A) = L(A) \ {ε}.

Απόδειξη Ας είναι A = (Q, A, I, δ, F ) ένα NFA. Θεωρούµε δύο νέες καταστάσεις
qin, qt που δεν ανήκουν στο σύνολο Q και το NFA A = (Q ∪ {qin, qt}, A, qin, δ, qt)
όπου η απεικόνιση δ ορίζεται για κάθε q ∈ Q ∪ {qin, qt}, a ∈ A ως εξής :

δ(q, a) =



δ(q, a) αν q ∈ Q και δ(q, a) ∩ F = ∅
δ(q, a) ∪ {qt} αν q ∈ Q και δ(q, a) ∩ F , ∅⋃
q′∈I

δ(q′, a) ∪ P αν q = qin, όπου P = {qt} αν
⋃
q′∈I

δ(q′, a) ∩ F , ∅,

και P = ∅ διαφορετικά
∅ αν q = qt.

Από τον τρόπο ορισµού του, το A είναι προφανώς κανονικοποιµένο. Θεωρούµε
µια λέξη w ∈ L(A) \ {ε}. Αν w = a ∈ A, τότε ϑα υπάρχει q0 ∈ I έτσι ώστε
δ(q0, a) ∩ F , ∅. Από τον ορισµό της δ έχουµε ότι qt ∈ δ(qin, a) και συνεπώς
w ∈ L(A). Αν w = a1a2 . . . an µε n > 1, τότε ϑα υπάρχει επιτυχής διαδροµή

→ q0
a1
→ q1

a2
→ q2 . . . qn−1

an
→ qn ∈ F

του A στην w. Από τον ορισµό της δ, ϑα υπάρχει διαδροµή

→ qin
a1
→ q1

a2
→ q2 . . . qn−1

an
→ qt

του A στην w η οποία είναι επιτυχής. ΄Αρα w ∈ L(A) και συνεπώς L(A) \ {ε} ⊆
L(A).



ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗ Ι 57

Αντίστροφα ας είναι w ∈ L(A). Καθώς qin , qt ϑα έχουµε w , ε. ΄Εστω
ότι w = a ∈ A που σηµαίνει ότι qt ∈ δ(qin, a). Από τον τρόπο ορισµού της δ
συµπεραίνουµε ότι υπάρχει q0 ∈ I έτσι ώστε δ(q0, a)∩F , ∅, δηλαδή w ∈ L(A)\{ε}.
΄Εστω τώρα ότι w = a1a2 . . . an µε n > 1, και

→ qin
a1
→ q1

a2
→ q2 . . . qn−1

an
→ qt

επιτυχής διαδροµή του A στην w. Από τον τρόπο ορισµού της δ, ϑα υπάρχουν
q0 ∈ I, qn ∈ F και διαδροµή

→ q0
a1
→ q1

a2
→ q2 . . . qn−1

an
→ qn ∈ F

του A στην w, η οποία είναι προφανώς επιτυχής. ΄Αρα w ∈ L(A) \ {ε}, που
σηµαίνει ότι L(A) ⊆ L(A) \ {ε} και η απόδειξή µας τελείωσε. □

Με τη ϐοήθεια της Πρότασης 10, ϑα αποδείξουµε περαιτέρω ιδιότητες για τη
κλάση Rec(A).

Πρόταση 11 Αν L, M ∈ Rec(A), τότε LM ∈ Rec(A).

Απόδειξη ∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις.
α) ε < L ∪ M . Τότε από την Πρόταση 10, υπάρχουν κανονικοποιηµένα NFA

A = (Q, A, qin, δA, qt) και B = (P, A, pin, δB, pt) που αναγνωρίζουν τις γλώσσες L
και M, αντίστοιχα. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας3 ϑεωρούµε ότι Q ∩ P = ∅.
Θεωρούµε το NFA C = ((Q∪P)\{pin}, A, qin, δC, pt) µε την απεικόνιση δC να ορίζεται
για κάθε r ∈ (Q ∪ P) \ {pin}, a ∈ A ως εξής :

δC(r, a) =


δA(r, a) αν r ∈ Q \ {qt}

δB(pin, a) αν r = qt

δB(r, a) αν r ∈ P \ {pin}.

Ας είναι w = a1a2 . . . an ∈ LM, δηλαδή w = w1w2 µε w1 = a1 . . . am ∈ L και
w2 = am+1 . . . an ∈ M. Τότε υπάρχει επιτυχής διαδροµή

→ qin
a1
→ q1 . . . qm−1

am
→ qt

του A στην w1, και επιτυχής διαδροµή

→ pin
am+1
→ p1 . . . pn−(m+1)

an
→ pt

του B στην w2.
Από τον ορισµό της δC, υπάρχει η διαδροµή

→ qin
a1
→ q1 . . . qm−1

am
→ qt

am+1
→ p1 . . . pn−(m+1)

an
→ pt

3Αν υπάρχουν κοινές καταστάσεις µετονοµάζουµε το ένα από τα δύο σύνολα καταστάσεων.
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του C στην w, η οποία είναι προφανώς επιτυχής και συνεπώς w ∈ L(C), δηλαδή
LM ⊆ L(C).

Αντίστροφα, ας είναι w = a1 . . . an ∈ L(C) και

→ qin
a1
→ r1 . . . rn−1

an
→ pt

επιτυχής διαδροµή του C στην w. Εφόσον η παραπάνω διαδροµή ξεκινά από
κατάσταση του NFAA και καταλήγει σε κατάσταση του NFA B, από τον ορισµό της
δC, προκύπτει ότι υπάρχει ένας δείκτης 1 ≤ m ≤ n − 1 τέτοιος ώστε r1, . . . , rm ∈ Q
µε rm = qt και rm+1, . . . , rn−1 ∈ P δηλαδή

→ qin
a1
→ r1 . . . rm−1

am
→ qt

am+1
→ rm+1 . . . rn−1

an
→ pt.

Λαµβάνοντας υπόψη ακόµη µία ϕορά τον ορισµό της δC, στα Ϲεύγη της µορφής
(qt , a), συνάγουµε ότι από τη παραπάνω διαδροµή προκύπτουν οι διαδροµές

→ qin
a1
→ r1 . . . rm−1

am
→ qt

και
→ pin

am+1
→ rm+1 . . . rn−1

an
→ pt

των NFA A και B στις a1 . . . am και am+1 . . . an, αντίστοιχα.
΄Ετσι a1 . . . am ∈ L και am+1 . . . an ∈ M, δηλαδή w = a1 . . . an ∈ LM, και συνεπώς
L(C) ⊆ LM. ΄Αρα η γλώσσα LM αναγνωρίζεται από το NFA C που σηµαίνει ότι
LM ∈ Rec(A).

ϐ) ε ∈ L και ε < M. Τότε LM = (L \{ε})M∪M και το αποτέλεσµά µας προκύπτει
από το α) και τις Προτάσεις 10 και 6.

γ) ε < L και ε ∈ M. Ισχύει LM = L(M \ {ε}) ∪ L και συνεχίζουµε όπως στο ϐ).
δ) ε ∈ L ∩M. Στην περίπτωση αυτή έχουµε LM = (L \ {ε})(M \ {ε}) ∪ (L \ {ε}) ∪

(M \ {ε}) ∪ {ε}, και το αποτέλεσµά µας προκύπτει από το α), τις Προτάσεις 10, 6
και το γεγονός ότι η γλώσσα {ε} αναγνωρίζεται από ένα NFA µε µία κατάσταση
(που είναι αρχική και τελική) και κενό αλφάβητο εισόδου. □

Πρόταση 12 Αν L ∈ Rec(A), τότε L∗ ∈ Rec(A).

Απόδειξη Ας είναι A = (Q, A, qin, δ, qt) ένα κανονικοποιηµένοNFA που αναγνω-
ϱίζει τη γλώσσα L \ {ε}. Θεωρούµε το NFA A′ = (Q \ {qt}, A, qin, δ′, {qin}) όπου η
απεικόνιση δ′ ορίζεται για κάθε q ∈ Q \ {qt}, a ∈ A ως εξής :

δ′(q, a) =
{

δ(q, a) αν qt < δ(q, a)
(δ(q, a) \ {qt}) ∪ {qin} αν qt ∈ δ(q, a).

Είναι εύκολο τώρα να δείξουµε ότι L(A′) = L∗ (ο αναγνώστης καλείται να δώσει
την λεπτοµερή απόδειξη σαν άσκηση), και συνεπώς η L∗ ∈ Rec(A). □

Θεώρηµα 2 Η κλάση Rec(A) των αναγνωρίσιµων γλωσσών από ένα αλφάβητο A
είναι κλειστή µε τις πράξεις της ένωσης, της τοµής, του συµπηρώµατος, της παράθε-
σης και της ϑήκης.

Απόδειξη Προκύπτει άµεσα από τις Προτάσεις 4, 5, 6, 11 και 12. □
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Ασκήσεις

1) Ας είναι A = (Q, A, q0, δ′, F ) οποιοδήποτε DFA, αλλά όχι CFA. Να δείξετε
ότι δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε στο A τον αλγόριθµο της Πρότασης 5
για να ϐρούµε το συµπλήρωµα της L(A).

2) Θεωρούµε το NFA A = ({q0, q1, q2}, {a, b, c}, {q0, q2},
δ, {q0, q2}) µε

δ a b c
q0 {q1, q2} ∅ {q2}

q1 {q1} ∅ {q1, q2}

q2 {q1} ∅ {q2}.

Να σχεδιάσετε το NFA A, να ϐρείτε τη γλώσσα του και να κατασκευάσετε
και να σχεδιάσετε ένα ισοδύναµο CFA.

3) Θεωρούµε το NFA A = ({q0, q1, q2}, {a, b, c}, {q2},
δ, {q2}) µε

δ a b c
q0 {q0, q2} ∅ {q2}

q1 {q2} ∅ {q0, q2}

q2 {q0, q1} ∅ {q1}.

Να σχεδιάσετε το NFA A, να ϐρείτε τη γλώσσα του και να κατασκευάσετε
και να σχεδιάσετε ένα ισοδύναµο πλήρες.

4) Θεωρούµε το NFA A = ({q0, q1, q2}, {a, b, c}, {q0, q1, q2},
δ, {q2}) µε

δ a b c
q0 {q0} {q0} {q2}

q1 {q1} ∅ ∅

q2 {q1} {q0} {q2}.

Να σχεδιάσετε το NFA A, να ϐρείτε τη γλώσσα του και να κατασκευάσετε
και να σχεδιάσετε ένα ισοδύναµο CFA.

5) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d}. Να κατασκευάσετε NFA που αναγνω-
ϱίζουν τις γλώσσες

A∗dacA∗, aA∗d3a3c3A∗a, ab2A∗cbA∗dA∗d.



60 ΓΕΩΡΓΙΟΣ ΡΑΧΩΝΗΣ

6) Να δείξετε ότι η κλάση Rec(A) είναι κλειστή µε την πράξη της ένωσης χρη-
σιµοποιώντας NFA.

7) Να κατασκευάσετε αυτόµατο που αναγνωρίζει το συµπλήρωµα της γλώσσας
του NFA της ΄Ασκησης 2.

8) Να κατασκευάσετε αυτόµατο που αναγνωρίζει το συµπλήρωµα της γλώσσας
του NFA της ΄Ασκησης 3.

9) Να κατασκευάσετε αυτόµατο που αναγνωρίζει το συµπλήρωµα της γλώσσας
του NFA της ΄Ασκησης 4.

10) Να κατασκευάσετε NFA που αναγνωρίζει την ένωση των γλωσσών των αυτο-
µάτων των Ασκήσεων 2 και 3.

11) Να κατασκευάσετε NFA που αναγνωρίζει την ένωση των γλωσσών των αυτο-
µάτων των Ασκήσεων 2 και 4.

12) Να κατασκευάσετε NFA που αναγνωρίζει την ένωση των γλωσσών των αυτο-
µάτων των Ασκήσεων 3 και 4.

13) Να κατασκευάσετε NFA που αναγνωρίζει την ένωση των γλωσσών των αυτο-
µάτων των Ασκήσεων 2, 3 και 4.

14) ∆ίνεται NFA A = (Q, A, {q0}, δ, {q0}). Να δείξετε ότι η γλώσσα L(A) αποτελεί
µονοειδές µε την πράξη της παράθεσης.

15) Να κατασκευάσετε τα κανονικοποιηµένα NFA που προκύπτουν από τα αυ-
τόµατα των Ασκήσεων 2, 3, 4.

16) ∆ίνονται CFA A = (Q, A, q0, δA, F ) και B = (P, A, p0, δB, S). Να κατασκευ-
άσετε CFA που αναγνωρίζει τη γλώσσα L(A)L(B).

17) ∆ίνεται CFA A = (Q, A, q0, δA, F ). Να κατασκευάσετε CFA που αναγνωρίζει
τη γλώσσα L(A)∗.



ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗ Ι 61

18) Αν L, M ∈ Rec(A), τότε alt(L, M) ∈ Rec(A) (για τον ορισµό της πράξης alt ϐλ.
΄Ασκηση 8, Κεφάλαιο 2).

19) Αν L, M ∈ Rec(A), τότε L � M ∈ Rec(A) (για τον ορισµό της πράξης L � M
ϐλ. ΄Ασκηση 9, Κεφάλαιο 2).

20) ∆ίνεται αλφάβητο A, γλώσσα L ⊆ A∗, γράµµα b < A, και η γλώσσα M =
{ubv | u, v ∈ A∗ και uv ∈ L}. Να δείξετε ότι

L ∈ Rec(A) =⇒ M ∈ Rec(A ∪ {b}).

21) ∆ίνεται αλφάβητο A, γλώσσα L ⊆ A∗, γράµµα b < A, και η γλώσσα M =
{ubbv | u, v ∈ A∗ και uv ∈ L}. Να δείξετε ότι

L ∈ Rec(A) =⇒ M ∈ Rec(A ∪ {b}).

22) ∆ίνεται αλφάβητο A, γλώσσα L ⊆ A∗, γράµµα b < A, και η γλώσσα M =
{ubbbv | u, v ∈ A∗ και uv ∈ L}. Να δείξετε ότι

L ∈ Rec(A) =⇒ M ∈ Rec(A ∪ {b}).

23) ∆ίνονται αλφάβητα A, B τέτοια ώστε A ∩ B = ∅, γλώσσα L ⊆ A∗, λέξη w =
b1 . . . bn ∈ B+ και η γλώσσα M = {uwv | u, v ∈ A∗ και uv ∈ L}. Να δείξετε ότι

L ∈ Rec(A) =⇒ M ∈ Rec(A ∪ B).

24) ∆ίνονται τα DFA A = ({q0, q1, q2}, {a, b}, q0, δA, {q2}) µε

δA a b
q0 q1 ∅

q1 q0 q1

q2 q2 q0

και B = ({p0, p1, p2}, {a, b}, p0, δB, {p0, p2}) µε

δB a b
p0 p1 ∅

p1 p2 p1

p2 ∅ p2

Να ϐρείτε και να σχεδιάσετε το αυτόµατο που αναγνωρίζει α) τη τοµή των
γλωσσών των δύο DFA, ϐ) την ένωση των γλωσσών των δύο DFA, γ) το συ-
µπλήρωµα της γλώσσας του DFA A και δ) το συµπλήρωµα της γλώσσας του
DFA B.
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25) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b}. Να εξετάσετε αν η γλώσσα

L = {a2nbm | n, m ≥ 0}

είναι αναγνωρίσιµη ή όχι.

26) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c}. Να εξετάσετε αν η γλώσσα

L = {a2nbmcl | n, m, l ≥ 0}

είναι αναγνωρίσιµη ή όχι.

27) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b}. Να εξετάσετε αν η γλώσσα L ⊆ A∗ που αποτε-
λείται από όλες τις λέξεις από το A που περιέχουν άρτιο πλήθος γραµµάτων
a και οποιοδήποτε πλήθος γραµµάτων b, είναι αναγνωρίσιµη ή όχι.

28) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c}. Να εξετάσετε αν η γλώσσα L ⊆ A∗ που
αποτελείται από όλες τις λέξεις από το A που περιέχουν άρτιο πλήθος γραµ-
µάτων a και οποιοδήποτε πλήθος γραµµάτων b και c, είναι αναγνωρίσιµη
ή όχι.



Κεφάλαιο 6

Αλγόριθµοι ελαχιστοποίησης
πεπερασµένων αυτοµάτων

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούµε µε την ελαχιστοποίηση πεπερασµένων αυτο-
µάτων. Συγκεκριµένα, ϑα δείξουµε ότι µπορούµε σε κάθε πεπερασµένο αυτόµατο
να αποφασίσουµε ποιές καταστάσεις είναι ‘‘άχρηστες’’, δηλαδή δεν συνεισφέρουν
στον υπολογισµό της γλώσσας του πεπερασµένου αυτοµάτου, και να τις απο-
µακρύνουµε κάνοντας το πεπερασµένο αυτόµατό µας πιο οικονοµικό χωρίς να
αλλάζει η συµπεριφορά του. Η διαδικασία της ελαχιστοποίησης αυτοµάτων, δεν
µας εφοδιάζει µόνο µε οικονοµικότερα αυτόµατα. Μας δίνει την δυνατότητα να
απαντήσουµε και σε προβλήµατα απόφασης που αφορούν τα πεπερασµένα αυ-
τόµατα.

Ας ξεκινήσουµε µε ένα παράδειγµα. Θεωρούµε το NFA A = ({q0, q1, q2, q3, q4,
q5, q6, q7, q8, q9}, {a, b, c}, {q0, q1}, δ, {q3, q7, q9}) µε

δ a b c
q0 {q0, q1} {q2} {q2, q7}

q1 {q1, q9} {q4} {q1}

q2 {q4} ∅ {q2}

q3 {q3} {q4} ∅

q4 ∅ ∅ {q3}

q5 {q4, q6} ∅ {q6}

q6 {q7} {q6} {q6, q7}

q7 {q8} ∅ ∅

q8 {q8} ∅ {q8}

q9 ∅ ∅ {q1}

Παρατηρώντας το γράφηµα του NFA, στην επόµενη σελίδα, ϐλέπουµε ότι δεν
υπάρχει επιτυχής διαδροµή του NFA που να περνάει από τις καταστάσεις q5, q6

ή q8, Συνεπώς αν ‘‘αφαιρέσουµε’’ αυτές τις καταστάσεις από το διάγραµµα του A,
το NFA που ϑα προκύψει ϑα έχει την ίδια γλώσσα µε το A.

63



64 ΓΕΩΡΓΙΟΣ ΡΑΧΩΝΗΣ

q0

q1

q2

q3

q4

q9

q6

q7

q5

q8

a

a
b,c

c

a,c

b

a

c

a

c
a

b
c

a

a,c

a,c
b,c

a

a,c

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε µε αυστηρό τρόπο πως µπορούµε να ϐρούµε τις
άχρηστες καταστάσεις ενός πεπερασµένου αυτοµάτου. Ας είναι λοιπόν A =
(Q, A, I, δ, F ) ένα NFA. Μία κατάσταση q ∈ Q ονοµάζεται προσιτή αν υπάρχει
αρχική κατάσταση q0 ∈ I και λέξη w ∈ A∗ έτσι ώστε q ∈ δ∗(q0, w). Η q ϑα ονο-
µάζεται συµπροσιτή αν υπάρχει λέξη u ∈ A∗ έτσι ώστε δ∗(q, u) ∩ F , ∅. Τέλος ϑα
ονοµάζεται χρήσιµη αν είναι προσιτή και συµπροσιτή. Θα συµβολίζουµε µε Qac

(αντίστοιχα Qcoac, Qt ) το σύνολο των προσιτών (αντίστοιχα συµπροσιτών, χρήσιµων)
καταστάσεων του A.

Πρόταση 13 Ας είναι A = (Q, A, I, δ, F ) ένα NFA. Το σύνολο Qac υπολογίζεται σε
πεπερασµένου πλήθους ϐήµατα.

Απόδειξη Θεωρούµε την ακολουθία υποσυνόλων (In)n≥0 του Q η οποία ορίζεται
ως εξής :
I0 = I,
I1 = {q | q ∈ Q, υπάρχουν q0 ∈ I0, a ∈ A έτσι ώστε q ∈ δ(q0, a)} \ I0,
I2 = {q | q ∈ Q, υπάρχουν q1 ∈ I1, a ∈ A έτσι ώστε q ∈ δ(q1, a)} \ (I0 ∪ I1),

. . .
In+1 = {q | q ∈ Q, υπάρχουν qn ∈ In, a ∈ A έτσι ώστε q ∈ δ(qn, a)} \ (I0 ∪ . . . ∪ In),
για κάθε n ≥ 0.

Τα σύνολα In, n ≥ 0, είναι ανά δύο ξένα µεταξύ τους, συνεπώς υπάρχει δείκτης
m < card(Q) έτσι ώστε Im , ∅ και Ii = ∅ για κάθε i > m. Από τον τρόπο ορισµού
της ακολουθίας (In)n≥0 είναι ϕανερό ότι

Qac =
⋃

0≤k≤m

Ik.
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□

Πρόταση 14 Από κάθε NFA A = (Q, A, I, δ, F ) µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα
ισοδύναµο NFA Aac του οποίου όλες οι καταστάσεις είναι προσιτές.

Απόδειξη Με τον αλγόριθµο που περιγράφεται στην απόδειξη της Πρότασης 13,
υπολογίζουµε το σύνολο Qac των προσιτών καταστάσεων του A. Στη συνέχεια,
είναι εύκολο να δείξουµε ότι το NFA Aac = (Qac, A, I, δac, Fac), όπου δac είναι ο
περιορισµός της δ στο Qac × A και Fac = F ∩ Qac, έχει όλες του τις καταστάσεις
προσιτές και είναι ισοδύναµο µε τοA. Η αυστηρή απόδειξη αφήνεται σαν άσκηση
στον αναγνώστη. □

Θα χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο που περιγράψαµε στην απόδειξη της
προηγούµενης πρότασης για να ϐρούµε το NFA Aac που προκύπτει από το NFA
της σελίδας 63. ΄Εχουµε I = {q0, q1}, οπότε

I0 = I = {q0, q1},
I1 = {q2, q4, q7, q9},
I2 = {q3, q8},
I3 = ∅, και συνεπώς Ii = ∅ για κάθε i ≥ 3.

΄Ετσι Qac = I0 ∪ I1 ∪ I2 = {q0, q1, q2, q3, q4, q7, q8, q9}. Το NFA Aac δίνεται από το
επόµενο διάγραµµα

q0

q1

q2

q3

q4

q9 q7

q8

a

a
b,c

c

a,c

b

a

c

a

c
a

b
c

a

a,c

Πρόταση 15 Ας είναι A = (Q, A, I, δ, F ) ένα NFA. Το σύνολο Qcoac υπολογίζεται
σε πεπερασµένου πλήθους ϐήµατα.
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Απόδειξη Θεωρούµε την ακολουθία υποσυνόλων (Fn)n≥0 του Q η οποία ορίζεται
ως εξής :
F0 = F,
F1 = {p | p ∈ Q, υπάρχουν p0 ∈ F0, a ∈ A έτσι ώστε p0 ∈ δ(p, a)} \ F0,
F2 = {p | p ∈ Q, υπάρχουν p1 ∈ F1, a ∈ A έτσι ώστε p1 ∈ δ(p, a)} \ (F0 ∪ F1),

. . .
Fn+1 = {p | p ∈ Q, υπάρχουν pn ∈ Fn, a ∈ A έτσι ώστε pn ∈ δ(p, a)} \ (F0∪ . . .∪Fn),
για κάθε n ≥ 0.

Τα σύνολα Fn, n ≥ 0, είναι ανά δύο ξένα µεταξύ τους, συνεπώς υπάρχει δείκτης
l < card(Q) έτσι ώστε Fl , ∅ και Fi = ∅ για κάθε i > l. Από τον τρόπο ορισµού της
ακολουθίας (Fn)n≥0 είναι ϕανερό ότι

Qcoac =
⋃

0≤k≤l

Fk.

□

Πρόταση 16 Από κάθε NFA A = (Q, A, I, δ, F ) µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα
ισοδύναµο NFA Acoac του οποίου όλες οι καταστάσεις είναι συµπροσιτές.

Απόδειξη Με τον αλγόριθµο που περιγράφεται στην απόδειξη της Πρότασης 15,
υπολογίζουµε το σύνολο Qcoac των συµπροσιτών καταστάσεων του A. Στη συ-
νέχεια, είναι εύκολο να δείξουµε ότι το NFA Acoac = (Qcoac, A, Icoac, δcoac, F ), όπου
δcoac είναι ο περιορισµός της δ στο Qcoac × A και Icoac = I ∩ Qcoac, έχει όλες του
τις καταστάσεις συµπροσιτές και είναι ισοδύναµο µε το A. Η αυστηρή απόδειξη
αφήνεται σαν άσκηση στον αναγνώστη. □

Θα χρησιµοποιήσουµε τώρα τον αλγόριθµο που περιγράψαµε στην απόδειξη
της Πρότασης 16 για να ϐρούµε το NFA Acoac που προκύπτει από το αυτόµατο
της σελίδας 63. ΄Εχουµε F = {q3, q7, q9}, οπότε

F0 = F = {q3, q7, q9},
F1 = {q0, q1, q4, q6},
F2 = {q2, q5},
F3 = ∅, και συνεπώς Fi = ∅ για κάθε i ≥ 3.

΄Ετσι Qcoac = F0 ∪ F1 ∪ F2 = {q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7, q9}. Το NFA Acoac δίνεται
από το διάγραµµα της σελίδας 67.

Πρόταση 17 Ας είναι A = (Q, A, I, δ, F ) ένα NFA. Το σύνολο Qt υπολογίζεται σε
πεπερασµένου πλήθους ϐήµατα.

Απόδειξη Εφαρµόζουµε διαδοχικά τον αλγόριθµο που περιγράφεται στην απόδει-
ξη της Πρότασης 13 και τον αλγόριθµο που περιγράφεται στην απόδειξη της
Πρότασης 15. □
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q1
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a

a
b,c
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a,c

b

a

c

a

c
a

b
c

a

a,c

a,c
b,c

Θεώρηµα 3 Από κάθε NFA A = (Q, A, I, δ, F ) µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα
ισοδύναµο NFA του οποίου όλες οι καταστάσεις είναι χρήσιµες.

Απόδειξη Από το A κατασκευάζουµε το NFA Aac και στη συνέχεια το (Aac)coac.
Από τις Προτάσεις 14 και 16, είναι ϕανερό ότι το NFA (Aac)coac είναι ισοδύναµο
µε το A και έχει όλες τις καταστάσεις του χρήσιµες. □

΄Ετσι αν εφαρµόσουµε στο NFA της σελίδας 63, τον αλγόριθµο που περιγράψα-
µε στην απόδειξη του Θεωρήµατος 3, ϑα ϐρούµε το ισοδύναµο NFA (Aac)coac που
έχει όλες τις καταστάσεις του χρήσιµες. Το διάγραµµα του (Aac)coac είναι το
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c

a

c
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b
c

Θα δείξουµε στη συνέχεια, ότι ένα DFA του οποίου όλες οι καταστάσεις είναι
χρήσιµες, ενδεχοµένως να επιδέχεται περαιτέρω ελαχιστοποίση. Ας ϑεωρήσουµε
για παράδειγµα το DFA A = (Q, A, q0, δ, F ) µε A = {a, b, c}, Q = {q0, q1, q2, q3},
F = {q3} και την απεικόνιση δ που ορίζεται από τον πίνακα

δ a b c
q0 q1 q2 ∅

q1 ∅ q3 q2

q2 ∅ q3 q1

q3 q3 q3 q3.

Από το διάγραµµα τουA, στη σελίδα 69, είναι ϕανερό ότι όλες οι καταστάσεις
του είναι χρήσιµες. ‘‘Φαίνεται’’ όµως ότι οι καταστάσεις q1 και q2 ‘‘συµπεριφέρο-
νται’’ ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο. ΄Αραγε, αν τις ‘‘ταυτίσουµε’’ ϑα έχουµε ένα
ισοδύναµο DFA;
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q0

q1

q2

q3

a

b

b

c

b

c a, b, c

Πράγµατι είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι το αυτόµατο A′, µε διάγραµµα

q0 p q3
a, b b

c

a, b, c

είναι ισοδύναµο µε το A. Το παράδειγµα αυτό δείχνει, ότι ακόµη κι αν ένα DFA
δεν έχει άχρηστες καταστάσεις, ενδέχεται να µπορούµε να ταυτίσουµε κάποιες
από τις καταστάσεις του, και συνεπώς να κατασκευάσουµε ένα ισοδύναµο αλ-
λά ‘‘οικονοµικότερο’’ πεπερασµένο αυτόµατο. Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε την
περίπτωση αυτή.

Θεωρούµε ένα DFA A = (Q, A, q0, δ, F ) µε όλες του τις καταστάσεις χρήσιµες.
Στο σύνολο Q ορίζουµε τη σχέση ≡ ως εξής :

q ≡ q′ αν-ν (δ∗(q, w) ∈ F ⇐⇒ δ∗(q′, w) ∈ F για κάθε w ∈ A∗).

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η ≡ είναι σχέση ισοδυναµίας στο Q. Θα
δείξουµε ότι

αν [q] = [q′] τότε [δ∗(q, w)] = [δ∗(q′, w)] για κάθε w ∈ A∗. (6.1)

Πράγµατι ας είναι w ∈ A∗ και p ∈ [δ∗(q, w)]. Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε u ∈ A∗

ϑα έχουµε

δ∗(p, u) ∈ F ⇐⇒ δ∗(δ∗(q, w), u) ∈ F

⇐⇒ δ∗(q, wu) ∈ F

⇐⇒ δ∗(q′, wu) ∈ F

⇐⇒ δ∗(δ∗(q′, w), u) ∈ F
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όπου η τρίτη ισοδυναµία ισχύει διότι q ≡ q′.
΄Αρα p ≡ δ∗(q′, w), που σηµαίνει ότι p ∈ [δ∗(q′, w)] και συνεπώς [δ∗(q, w)] ⊆

[δ∗(q′, w)]. Ο αντίστροφος εγκλεισµός αποδεικνύεται ανάλογα, οπότε [δ∗(q, w)] =
[δ∗(q′, w)].

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε για κάθε q ∈ Q, ότι

αν q ∈ F τότε [q] ⊆ F. (6.2)

Πράγµατι ας είναι q ∈ F και q′ ∈ [q]. Τότε δ∗(q′, w) ∈ F ⇐⇒ δ∗(q, w) ∈ F
για κάθε w ∈ A∗, και καθώς q ∈ F ϑα έχουµε q = δ∗(q, ε) ∈ F , οπότε και
q′ = δ∗(q′, ε) ∈ F . ΄Αρα [q] ⊆ F .

Τέλος ϑα αποδείξουµε ότι το σύνολο πηλίκο Q/ ≡ προσδιορίζεται σε πεπερα-
σµένου πλήθους ϐήµατα. Για κάθε n ≥ 0, ϑεωρούµε στο Q τη σχέση ισοδυναµίας
≡n ως εξής :

q ≡n q′ αν-ν (δ∗(q, w) ∈ F ⇐⇒ δ∗(q′, w) ∈ F για κάθε w ∈ A∗ µε |w| ≤ n)

για κάθε q, q′ ∈ Q.
Είναι ϕανερό ότι για κάθε n ≥ 0 και q, q′ ∈ Q, έχουµε q ≡n+1 q′ =⇒ q ≡n q′ και
συνεπώς

≡0 ⊇ ≡1 ⊇ ≡2 . . . ⊇ ∩
n≥0
≡n = ≡

που σηµαίνει ότι

card(Q/ ≡0) ≤ card(Q/ ≡1) ≤ card(Q/ ≡2) ≤ . . . .

Καθώς όµως το σύνολο Q είναι πεπερασµένο, ϑα υπάρχει k < card(Q) τέτοιο ώστε
Q/ ≡i= Q/ ≡k για κάθε i ≥ k. ΄Ετσι ≡ = ≡k που σηµαίνει ότι για να ελέγξουµε αν
q ≡ q′, για q, q′ ∈ Q, αρκεί να ελέγξουµε αν δ∗(q, w) ∈ F ⇐⇒ δ∗(q′, w) ∈ F για
κάθε w ∈ A∗ µε |w| < card(Q). Συνεπώς το σύνολο πηλίκο Q/ ≡ προσδιορίζεται
σε πεπερασµένου πλήθους ϐήµατα.

΄Ενα DFA A = (Q, A, q0, δ, F ) µε όλες τις καταστάσεις του χρήσιµες, στο οποίο
η ισοδυναµία ≡ που ορίσθηκε παραπάνω είναι ισότητα, ονοµάζεται αναγµένο.

Πρόταση 18 Για κάθε DFA A = (Q, A, q0, δ, F ) µε όλες τις καταστάσεις του χρήσι-
µες, µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα ισοδύναµο αναγµένο DFA.

Απόδειξη Θεωρούµε το DFA A′ = (Q/ ≡, A, [q0], δ′, F ′), µε F ′ = {[q] | q ∈ F } και
η απεικόνιση δ′ ορίζεται από τη σχέση

δ′([q], a) = [δ(q, a)]

για κάθε q ∈ Q, a ∈ A. Λόγω της (6.1), η δ είναι καλά ορισµένη. Θα δείξουµε ότι

δ′∗([q], w) = [δ∗(q, w)]
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για κάθε q ∈ Q, w ∈ A∗. Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στο µήκος της λέξης w.
Πράγµατι για |w| = 0 έχουµε w = ε και δ′∗([q], ε) = [q] = [δ∗(q, ε)]. Υποθέτουµε
ότι ισχύει για όλες τις λέξεις µε µήκος ≤ k και έστω w ∈ A∗ µε µήκος |w| = k + 1.
Αυτό σηµαίνει ότι w = ua µε u ∈ A∗, a ∈ A και |u| = k. Τότε

δ′∗([q], w) = δ′∗([q], ua)
= δ′(δ′∗([q], u), a)
= δ′([δ∗(q, u)], a)
= [δ(δ∗(q, u), a)]
= [δ∗(q, ua)]
= [δ∗(q, w)]

όπου η τρίτη ισότητα ισχύει από την υπόθεση της επαγωγής και η τέταρτη από
τον ορισµό της δ′.

Το DFA A′ έχει όλες τις καταστάσεις του χρήσιµες και είναι ϕανερά αναγµένο.
Αποµένει συνεπώς να αποδείξουµε ότι είναι και ισοδύναµο του A. Πράγµατι, για
κάθε w ∈ A∗ έχουµε

w ∈ L(A′) ⇐⇒ δ′∗([q0], w) ∈ F ′

⇐⇒ [δ∗(q0, w)] ∈ F ′

⇐⇒ δ∗(q0, w) ∈ F

⇐⇒ w ∈ L(A)

όπου η τρίτη ισοδυναµία ισχύει λόγω της (6.2). Συνεπώς L(A′) = L(A), και η
απόδειξή µας τελείωσε. □

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε προβλήµατα απόφασης που αφορούν τα
πεπερασµένα αυτόµατα.

Πρόταση 19 Για οποιοδήποτε πεπερασµένο αυτόµατο A µπορούµε να αποφα-
σίσουµε αν L(A) = ∅ ή όχι.

Απόδειξη Από το πεπερασµένο αυτόµατοA = (Q, A, I, δ, F ) κατασκευάζουµε (Θε-
ώρηµα 3) ένα ισοδύναµο A′ = (Qt , A, I ′, δ′, F ′) που έχει όλες τις καταστάσεις του
χρήσιµες. Τότε έχουµε

L(A) = ∅ ⇐⇒ L(A′) = ∅ ⇐⇒ Qt = ∅.

Καθώς το Qt είναι πεπερασµέµο µπορούµε να αποφασίσουµε αν Qt = ∅, και
συνεπώς αν L(A) = ∅ ή όχι. □

Πρόταση 20 Για δύο πεπερασµένα αυτόµαταA καιB µπορούµε να αποφασίσουµε
αν L(A) ⊆ L(B) ή όχι.
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Απόδειξη Ισχύει

L(A) ⊆ L(B) ⇐⇒ L(A) ∩ L(B) = ∅

όπου L(B) είναι το συµπλήρωµα της γλώσσας L(B). Από την Πρόταση 5, η γλώσσα
L(B) είναι αναγνωρίσιµη, και συνεπώς από την Πρόταση 4 και η γλώσσα L(A) ∩
L(B) είναι αναγνωρίσµη. ΄Ετσι η απόδειξή µας ολοκληρώνεται αν λάβουµε υπόψη
την Πρόταση 19. □

Στη συνέχεια αποδεικνύουµε ότι για δύο οποιαδήποτε πεπερασµένα αυτόµατα
µπορούµε να αποφασίσουµε αν είναι ισοδύναµα ή όχι.

Θεώρηµα 4 Για δύο πεπερασµένα αυτόµαταA και B µπορούµε να αποφασίσουµε
αν L(A) = L(B) ή όχι.

Απόδειξη Το ϑεώρηµά µας ισχύει λόγω της σχέσης

L(A) = L(B) ⇐⇒ (L(A) ⊆ L(B) και L(B) ⊆ L(A))

και της Πρότασης 20. □

Τέλος δείχνουµε ότι για οποιοδήποτε πεπερασµένο αυτόµατο από ένα αλφάβη-
το A, µπορούµε να αποδείξουµε αν αναγνωρίζει όλες τις λέξεις από το A, δηλαδή
αν η γλώσσα του είναι η A∗ ή όχι.

Πρόταση 21 Για οποιοδήποτε πεπερασµένο αυτόµατο A µε αλφάβητο εισόδου A
µπορούµε να αποφασίσουµε αν L(A) = A∗ ή όχι.

Απόδειξη Θεωρούµε το CFA B = ({q0}, A, q0, δ, {q0}) µε δ(q0, a) = q0 για κάθε
a ∈ A. Είναι προφανές ότι L(B) = A∗ και συνεπώς

L(A) = A∗ ⇐⇒ L(A) = L(B).

Για την τελευταία ισότητα όµως µπορούµε να αποφασίσουµε αν ισχύει ή όχι, όπως
προκύπτει από το προηγούµενο ϑεώρηµα. Συνεπώς µπορούµε να αποφασίσουµε
αν L(A) = A∗ ή όχι. □
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Ασκήσεις

1) ∆ίνεται το NFA A = ({q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7, q8, q9},
{a, b, c}, {q0, q3}, δ, {q5, q9}) µε

δ a b c
q0 {q0, q1} {q2} {q2, q7}

q1 {q1, q9} {q4} {q1}

q2 {q4} ∅ {q2}

q3 {q3} {q4} ∅

q4 ∅ ∅ {q3}

q5 {q4, q6} ∅ {q6}

q6 {q7} {q6} {q6, q7}

q7 {q8} ∅ ∅

q8 {q8} ∅ {q8}

q9 ∅ ∅ {q1}

Να σχεδιάσετε το NFA A, και να ϐρείτε ένα ισοδύναµο NFA που έχει όλες
τις καταστάσεις του χρήσιµες.

2) ∆ίνεται το NFA A = ({q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7, q8, q9},
{a, b, c}, {q4}, δ, {q8}) µε

δ a b c
q0 {q0, q1} {q2} {q2, q7}

q1 {q1, q9} {q4} {q1}

q2 {q4} ∅ {q2}

q3 {q3, q5} {q4} ∅

q4 ∅ ∅ {q3}

q5 {q4, q6} ∅ {q6}

q6 {q7} {q6} {q6, q7}

q7 {q8} ∅ ∅

q8 {q8} ∅ {q8}

q9 ∅ ∅ {q1}

Να σχεδιάσετε το NFA A, και να ϐρείτε ένα ισοδύναµο NFA που έχει όλες
τις καταστάσεις του χρήσιµες.

3) ∆ίνεται το NFA A = ({q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7, q8, q9},
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{a, b, c}, {q8}, δ, {q8}) µε

δ a b c
q0 {q0, q1} {q2} {q2, q7}

q1 {q1, q9} {q4} {q1}

q2 {q4} ∅ {q2}

q3 {q3} {q4} ∅

q4 ∅ ∅ {q3}

q5 {q4, q6} ∅ {q6}

q6 {q7} {q6} {q6, q7}

q7 {q8} ∅ ∅

q8 {q8} ∅ {q8}

q9 ∅ ∅ {q1}

Να σχεδιάσετε το NFA A, και να ϐρείτε ένα ισοδύναµο NFA που έχει όλες
τις καταστάσεις του χρήσιµες.

4) Θεωρούµε το DFA A = (Q, A, q0, δ, F ) µε A = {a, b, c}, Q = {q0, q1, q2, q3, q4,
q5, q6, q7}, F = {q5, q7} και την απεικόνιση δ που ορίζεται από τον πίνακα

δ a b c
q0 q1 q2 q6

q1 q3 ∅ q1

q2 q4 q6 q2

q3 ∅ q4 q5

q4 ∅ q3 q5

0q5 q5 ∅ ∅

q6 ∅ q6 q6

q7 q6 ∅ ∅

Να ϐρείτε ένα αναγµένο DFA, ισοδύναµο του A.

5) ∆ίνονται δύο NFA A και B µε ίδιο αλφάβητο εισόδου A. Να γράψετε τον
αλγόριθµο που ϑα ακολουθήσετε για να αποφασίσετε αν L(A) = L(B) ή όχι.



Κεφάλαιο 7

Ρητές γλώσσες

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα εισάγουµε την έννοια των ϱητών γλωσσών και ϑα απο-
δείξουµε το ϑεώρηµα του Kleene που ϑεµελιώνει µια αλγεβρική περιγραφή των
αναγνωρίσιµων γλωσσών. Οι πράξεις της ένωσης, της παράθεσης και τη ϑήκης
γλωσσών ϑα ονοµάζονται ϱητές πράξεις.

Ορισµός 7 Ας είναι A ένα αλφάβητο. Μια γλώσσα L ⊆ A∗ ϑα ονοµάζεται ϱητή
αν προκύπτει από κάποια γράµµατα του αλφαβήτου A µε εφαρµογή πεπερασµένου
πλήθους ϕορών των ϱητών πράξεων.

Για παράδειγµα, αν A = {a, b, c, d}, τότε οι παρακάτω γλώσσες

a∗b2, b(cd3)∗, a∗b∗, (((b∗a)∗d)∗c∗)b∗ ∪ db, ((db)∗ac∗)∗ ∪ c3 ∪ ab∗c3

είναι όλες ϱητές. Αντίθετα, όπως ϑα προκύψει από το ϑεώρηµα του Kleene, η
γλώσσα {anbn | n ≥ 0} δεν είναι ϱητή.

Η κλάση όλων των ϱητών γλωσσών από ένα αλφάβητο A ϑα συµβολίζεται1 µε
Rat(A).

Πρόταση 22 Η κλάση Rat(A) είναι η ελάχιστη κλάση γλωσσών από το αλφάβητο
A που περιέχει τις πεπερασµένες γλώσσες και είναι κλειστή µε τις ϱητές πράξεις.

Απόδειξη Ας είναι L = {w1, . . . , wn} µια πεπερασµένη γλώσσα. Τότε L = {w1} ∪

. . . ∪ {wn}, και κάθε µονοσύνολο {wi} (1 ≤ i ≤ n) είναι ϱητή γλώσσα καθώς η
λέξη wi προκύπτει από την παράθεση των γραµµάτων της. Ας είναι τώρα L, M ∈
Rat(A). Η L (αντίστοιχα η M ) προκύπτει από κάποια γράµµατα του A µε εφαρµογή
πεπερασµένου πλήθους ϕορών των ϱητών πράξεων. ΄Ετσι η L ∪M προκύπτει από
τα γράµµατα και τις ϱητές πράξεις που προκύπτουν οι L και M µε εφαρµογή και
της πράξης της ένωσης. Συνεπώς η γλώσσα L ∪ M ειναι ϱητή. ΄Οµοια δείχνουµε
ότι LM, L∗ ∈ Rat(A). ΄Αρα η κλάση Rat(A) είναι κλειστή µε τις ϱητές πράξεις.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε µία κλάση γλωσσών L, από το αλφάβητο A, η οποία
περιέχει τις πεπερασµένες γλώσσες και είναι κλειστή µε τις ϱητές πράξεις. Θα

1Ο συµβολισµός Rat προκύπτει από την λέξη rational = ϱητή.
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δείξουµε ότι Rat(A) ⊆ L. Ας είναι L ∈ Rat(A). Η L παράγεται από κάποια
γράµµατα, έστω τα a1, . . . , an, του αλφαβήτου A µε εφαρµογή πεπερασµένου
πλήθους ϕορών των ϱητών πράξεων. Τα γράµµατα a1, . . . , an αποτελούν γλώσσες
της κλάσης L, συνεπώς από την υπόθεσή µας για την κλάση L συνάγουµε ότι
L ∈ L, και η απόδειξή µας τελείωσε. □

Παράδειγµα 19 ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d}. Θα δείξουµε ότι η γλώσσα
από το A που περιέχει ακριβώς όλες τις λέξεις που περιέχουν µία εµφάνιση του a
είναι ϱητή. Πράγµατι η γλώσσα αυτή είναι η

(b ∪ c ∪ d)∗a(b ∪ c ∪ d)∗.

Παράδειγµα 20 ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d}. Θα δείξουµε ότι η γλώσσα
από το A που περιέχει ακριβώς όλες τις λέξεις που περιέχουν τρείς εµφανίσεις του
a είναι ϱητή. Πράγµατι η γλώσσα αυτή είναι η

(b ∪ c ∪ d)∗a(b ∪ c ∪ d)∗a(b ∪ c ∪ d)∗a(b ∪ c ∪ d)∗.

Παράδειγµα 21 ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d, e}. Θα δείξουµε ότι η γλώσσα
από το A που περιέχει ακριβώς όλες τις λέξεις που περιέχουν δύο εµφανίσεις του a
και δύο εµφανίσεις του c είναι ϱητή. Παρατηρούµε ότι σε κάθε λέξη της γλώσσας
αυτής, τα δύο a και τα δύο c ϑα εµφανίζονται µε τη σειρά

i) a, a, c, c, δηλαδή η λέξη ϑα ανήκει στο σύνολο

L1 = (b ∪ d ∪ e)∗a(b ∪ d ∪ e)∗a(b ∪ d ∪ e)∗c(b ∪ d ∪ e)∗c(b ∪ d ∪ e)∗

ή

ii) a, c, a, c, δηλαδή η λέξη ϑα ανήκει στο σύνολο

L2 = (b ∪ d ∪ e)∗a(b ∪ d ∪ e)∗c(b ∪ d ∪ e)∗a(b ∪ d ∪ e)∗c(b ∪ d ∪ e)∗

ή

iii) a, c, c, a, δηλαδή η λέξη ϑα ανήκει στο σύνολο

L3 = (b ∪ d ∪ e)∗a(b ∪ d ∪ e)∗c(b ∪ d ∪ e)∗c(b ∪ d ∪ e)∗a(b ∪ d ∪ e)∗

ή

iv) c, a, c, a, δηλαδή η λέξη ϑα ανήκει στο σύνολο

L4 = (b ∪ d ∪ e)∗c(b ∪ d ∪ e)∗a(b ∪ d ∪ e)∗c(b ∪ d ∪ e)∗a(b ∪ d ∪ e)∗

ή
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v) c, c, a, a, δηλαδή η λέξη ϑα ανήκει στο σύνολο

L5 = (b ∪ d ∪ e)∗c(b ∪ d ∪ e)∗c(b ∪ d ∪ e)∗a(b ∪ d ∪ e)∗a(b ∪ d ∪ e)∗

ή

vi) c, a, a, c, δηλαδή η λέξη ϑα ανήκει στο σύνολο

L6 = (b ∪ d ∪ e)∗c(b ∪ d ∪ e)∗a(b ∪ d ∪ e)∗a(b ∪ d ∪ e)∗c(b ∪ d ∪ e)∗.

΄Αρα η η γλώσσα είναι η

L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ L4 ∪ L5 ∪ L6

που είναι ϱητή καθώς οι L1, L2, L3, L4, L5, L6 είναι όλες ϱητές.

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε το ϑεώρηµα του Kleene. Για αυτό ϑα µας χρεια-
στούν οι δύο επόµενες προτάσεις.

Πρόταση 23 Αν L ∈ Rat(A), τότε L ∈ Rec(A).

Απόδειξη Κάθε πεπερασµένη γλώσσα είναι αναγνωρίσιµη (ϐλ. ΄Ασκηση 13, Κε-
ϕάλαιο 4). Επίσης, σύµφωνα µε τις Προτάσεις 6, 11 και 12, η κλάση των α-
ναγνωρισίµων γλωσσών είναι κλειστή µε τις ϱητές πράξεις. ΄Ετσι συνάγουµε την
απόδειξή µας χρησιµοποιώντας την Πρόταση 22. □

Πρόταση 24 Αν L ∈ Rec(A), τότε L ∈ Rat(A).

Απόδειξη Θεωρούµε µια γλώσσα L ∈ Rec(A) και ένα CFA A = (Q, A, q0, δ, F )
που την αναγνωρίζει. ΄Εστω Q = {q0, q1, . . . , qn}. Για κάθε 0 ≤ i, j ≤ n και k ≥ 0
ονοµάζουµε P (k)

ij το σύνολο των διαδροµών του αυτοµάτου που ξεκινούν από την
κατάσταση qi, καταλήγουν στην κατάσταση qj, και δεν περνούν από καταστάσεις
µε δείκτη µεγαλύτερο ή ίσο του k. Θέτουµε L (k)

ij για τη γλώσσα των µη κενών
λέξεων που εµφανίζονται σε όλες τις παραπάνω διαδροµές. Θα αποδείξουµε ότι
για 0 ≤ i, j ≤ n, k ≥ 0 η γλώσσα L (k)

ij είναι ϱητή. Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή
στο k. Για k = 0 έχουµε

L (k)
ij = {a | a ∈ A και δ(qi , a) = qj}

που είναι προφανώς ϱητή γλώσσα. Υποθέτουµε ότι ο ισχυρισµός µας ισχύει για
k > 0. Τότε για κάθε διαδροµή (∆) του P (k+1)

ij διακρίνουµε δύο περιπτώσεις.
(i) Η κατάσταση qk δεν εµφανίζεται στην (∆). Αυτό σηµαίνει ότι η (∆) ∈ P (k)

ij .
(ii) Η κατάσταση qk εµφανίζεται στην (∆). Τότε η (∆) ϑα είναι της µορφής

(∆) : qi
w1
⇝ qk

w2
⇝ qk . . . qk

wm−1
⇝ qk

wm
⇝ qj
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όπου οι διαδροµές
(∆1) : qi

w1
⇝ qk,

(∆2) : qk
w2
⇝ qk,

. . .

(∆m−1) : qk
wm−1
⇝ qk,

(∆m) : qk
wm
⇝ qj

περνούν από καταστάσεις µε δείκτη το πολύ k − 1.
Από τα παραπάνω συνάγουµε ότι

L (k+1)
ij ⊆ L (k)

ij ∪ L (k)
ik

(
L (k)

kk

)∗
L (k)

kj .

Ο αντίστροφος εγκλεισµός είναι προφανής από τον ορισµό των γλωσσών L (k+1)
ij .

΄Ετσι συνάγουµε ότι
L (k+1)

ij = L (k)
ij ∪ L (k)

ik

(
L (k)

kk

)∗
L (k)

kj .

Από την υπόθεση της επαγωγής, οι γλώσσες L (k)
ij , L (k)

ik , L (k)
kk , L (k)

kj είναι ϱητές και
συνεπώς η γλώσσα L (k+1)

ij είναι και αυτή ϱητή.
Υποθέτουµε τώρα ότι F = {qi1 , . . . , qim } για κάποια 0 ≤ i1 < . . . < im ≤ n.

Φανερά ισχύει
L = L (n+1)

0i1
∪ . . . ∪ L (n+1)

0im

αν η q0 < F , ενώ
L = L (n+1)

0i1
∪ . . . ∪ L (n+1)

0im
∪ {ε}

αν η q0 ∈ F . Συνεπώς σε κάθε περίπτωση η γλώσσα L είναι ϱητή. □

Θεώρηµα 5 (Kleene 1956) Rec(A) = Rat(A).

Απόδειξη Προκύπτει άµεσα από τις Προτάσεις 23 και 24. □

Ασκήσεις

1) ∆ίνεται αλφάβητο A και έστω a, b ∈ A. Να αποδείξετε ότι οι γλώσσες

A∗, a3A3b3, a∗(A∗)∗b5, (((A∗)∗)∗)∗

είναι ϱητές.

2) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d}. Να αποδείξετε ότι η γλώσσα από το A
που περιέχει ακριβώς όλες τις λέξεις που δεν περιέχουν καµία εµφάνιση του
a είναι ϱητή.
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3) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d, e, f }. Να αποδείξετε ότι η γλώσσα από το
A που περιέχει ακριβώς όλες τις λέξεις που περιέχουν µία εµφάνιση του a,
µία εµφάνιση του d και µία εµφάνιση του f είναι ϱητή.

4) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d, e, f }. Να αποδείξετε ότι η γλώσσα από το
A που περιέχει ακριβώς όλες τις λέξεις που περιέχουν δύο εµφανίσεις του
a, µία εµφάνιση του d και µία εµφάνιση του f είναι ϱητή.

5) Να κατασκευάσετε πεπερασµένα αυτόµατα που να αναγνωρίζουν τις παρα-
κάτω ϱητές γλώσσες

a∗b∗, a∗b∗c3, a∗b∗(ab ∪ b5), (ab)∗ ∪ b2(a3), b5a4((ab)∗)∗.

6) Να δείξετε ότι η γλώσσα {anbn | n ≥ 0} δεν είναι ϱητή.

7) ∆ίνεται το αλφάβητο A = {a, b, c, d}. Να αποδείξετε ότι η γλώσσα από το A
που περιέχει ακριβώς όλες τις λέξεις που περιέχουν ίσες εµφανίσεις του a
και του d δεν είναι ϱητή.

8) ∆ίνεται αλφάβητο A. Να εξετάσετε αν η κλάση Rat(A) είναι κλειστή µε την
πράξη της τοµής.

9) ∆ίνεται αλφάβητο A. Να εξετάσετε αν η κλάση Rat(A) είναι κλειστή µε την
πράξη του συµπληρώµατος.

10) ∆ίνεται αλφάβητο A και ϱητή γλώσσα L ∈ Rat(A). Μπορούµε να αποφα-
σίσουµε αν

i) L = ∅;

ii) L = A∗;

11) ∆ίνεται αλφάβητο A και ϱητές γλώσσες L, M ∈ Rat(A). Μπορούµε να απο-
ϕασίσουµε αν L ⊆ M ;

12) ∆ίνεται αλφάβητο A και ϱητές γλώσσες L, M ∈ Rat(A). Μπορούµε να απο-
ϕασίσουµε αν L = M ;
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13) ∆ίνεται αλφάβητο A και ϱητές γλώσσες L, M ∈ Rat(A). Να εξετάσετε αν η
ελάχιστη λύση της εξίσωσης

X = LX ∪M

είναι ϱητή ή όχι.

14) ∆ίνεται αλφάβητο A και αναγνωρίσιµες γλώσσες L, M ∈ Rec(A). Να εξετάσετε
αν η ελάχιστη λύση της εξίσωσης

X = LX ∪M

είναι αναγνωρίσιµη ή όχι.
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[8] J.-É. Pin, Handbook of Automata Theory, volume I, Theoretical Founda-
tions, European Mathematical Society Press, 2021.
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